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Ц 
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Казань. 
Типо-литографя Ииператорскаго Увиверситета. 
1895. 


Печатано по опредфлено Совфта Физико-Математическаго Общества 
при Императорскомъ Казанскокь Университет. 


Предс®датель А. Васмльее, 


Предислове, 


Работы нашего Лобачевскаго положили начало раду 
изелздован объ основаняхъ геометр!и; но пониманию пуясне- 
Ню его генальныхь мыслей и дальнёйшему ихъ развитю 
иного способствовали своими трудами Бе тра Зима, 
Гельмгольць, Коли, Гуэль, Клейн, Клиффорль, Ли, Пузнка- 
ре, Еиллинг$ и др. ‘). 

Чтобы облегчить русевимь чатателамь заакометво съ 
работами этихь ученыхь по вопросу объ основашахъ геомет- 
ри, Физико-математическое Общество при  ИмпЕРАТОРСКОМЪ 
Казвнскомъ УняверситетВ предириняло издане сяфланныхъ его 
членами переводовь важнёйшихь иемуаровз по этому вопросу. 
Въ числв отихъ переводовъ къ сожатёнНю, отсутствуютъ важ- 
ные мемуары проф. Феликса Клейна: „ОеБег Фе зозепаштие 
Мен -еаки вене беотенче“ ?); по ихъ значительному объему 
вхъ переводь и печатан!е задержаля.бы издане, которое вы- 
пускается въ празднованю столтней годовщины дня рожде- 
ша Лобачевекаго. По той-же причин® читатель не вайдетъ 
въ вашемъ издаши перевода большихь мемуаров Софуса 
Ля: „Оефег @е Огоп@ахен 4ег Сеотенче“ *); но желая даль 


з) Полная бибаюграфя работь по основании геометрии, по иевзилыдо» 
ой гооманраш и Шо гоометр/и типерпространотьз, составленная америханекиму 
ученымь пр. Д. Б. Гальзтодожь, напечатана въ Ашегова Уопгив о? МабВо, 
(ти, Е ава 1) = перепочатяна съ иброторыни добъьловяин въ прилеже- 
зии ко второму тому сочниен:й Лобоченскаго. Въ настоящее вреня пр. Гал 
<техь занять вторым надьтемь втой бибжзогра Ин, дополвленыиь спневонх 
`работь, появившихея и поелёдийе годы. 

>) Мывешевове дапеШев 4. 1У, УЕ н ХУХУП, 

у Веноые дог ЗЕеывевен БезеПвсвь (р ув.-пымй, ©1886) 1800. В. ХЫТ. 
Скотонатическое изложене свонть изелёдованИЙ объ оснозамять гвометр 
Ди даль въ тратьвыъ томф слой: «Тьвоге ег Тгапзбогшаоваеиррев». 


1* 


№ 


поняте о связи, существующей между теорею трупиъ преобра- 
зовашй, разработываемою съ такимъ успвхомъ норрежскимъ 
ученымт и ученемъ объ осповашяхь геометри, мы помфсти- 
ли небольшую замфтву Ли: „Замфчаня па мемуаръ Гельм- 
гольца: „О фактахь, лежащихь въ основашахъ геометрш“, 
представляющую резюме его работъ. . 

Наше сображе мемуаровъ страдало-бы и другою непол- 
нотою, если-бы въ немъ отсутствовала извфетная перспиева 
Таусса съ Шумахеромь по вопросу о параллельняхъ лив1яхъ. 
Мы рьшились поэтому присоединить въ нашему изданйю ве- 
реводъ этой перепиеки, помфщенный въ Математическомь 
Сборник (тоиъ трет!й). За письмомъ Гаусса отъ 28 ноября 
(в. с,) 1846 т., остававшимея долго единственным сочуветвен- 
нымъ откливомъ на „@еотенлесНе Ол(егоисниизей гиг "Гео 
ег Ратаей еп“, прялятыя теперь въ Япони за пособюе 
иря преподавани геометрии, мы помфшаемъ приглашен!е къ. 
похнисЕВ ва фовдь Лобачевскаго, подпиезниое многими вы- 
дающинмися предетавителяни математической наука въ Евро- 
и и виЁ ез. Сопославлене этихт приложен къ вашему 
изданию показываеть, каке значительные › успвхи сдвхала 
за поелвднее пятидееятилте та отрасль знан!й, которой по- 
ложилъ начало руссьй мыслатель и геометрь, и хавихъ раз- 
мфровъ достигло признаве научнаго значеня работь нашего. 
великаго соотечественника. 


22 Сент. 1893 г. 


Предислове ко второму изданию. 


Второе издан е сборника: „Объ основатяхь геометрии“, 
составляя въ общемъ перепечатку перваго издан я, содержить 
одно очень важное дополнене. Въ немъ помфщень пероводъ 
основного по тебр{и поверхности мемузра Гаусса „Ода юпез 
зепега]ез с1теа 'зирегйс!ез сигуаз“, сдфланный г. редавторемь 
Научнаго Обозрётя Док. М. М. Филипиовымъ. На наше жела- 
е перепечатать этотъ переводь г. Филинповь далъ ©вое лю- 
безное согласте, 


А, Васильевь. 


ИЗЪ ПЕРЕНИСКИ ГАУССА СЪ ШУМАХЕРОМЪ, 
Шумахерь #5 Гиуссу. 


Я беру на себя смфлость представить ванъ попытку, 
которую я сдфлаль, чтобы доказать безъ помощи теоря 
тараляелей предложене, по которому сумма трехъ угловъ 
треугольника равна 180“, отвуха вытекало бы само собою 
доказательство Еввлидовой авеомы. Единственныя теоремы, 
которыя я преднолагаю довазанными, суть: что сумма вевхъ 
угловъ, образуемыхь около одной точки, равна 360° или че- 
тыремъ прямымь угламъ и еще, что углы, протавоположные 
въ вершинф, равны. 

Продолжимь неопредфленно сторбны прямолинейнаго 
хреугольника АВС (черт. 1), или, хругами словами разсио- 
тримъ систему трехъ прямыхь въ одной плоскости, которыя 
свонии пересфченыямя образують треугольникь АВС. При 
трехъ вершинахь имфемъ уравнен!я: 


2а+2а=44, 
2+0 44, 
Эе+2у-4а, 
отвудь 
а+вВ+у-64—(@+5+0). 


Тавъ кавъ эти соотпошеня существують, какъ бы вп 
были расположены точка 4, Ви С, или, что вое равно, 
вавъ бы ни были проведены три прямыя въ пзоекости, 
оставамъ неподвижными линия Об, ЕВ и заставныь зивю ГЕ 
проходить черезь точку 4 (черт. 2) тажъ, чтобы она состав- 
ляла съ ЕН тоть же вамый уголь, какъ и въ первоначаль- 
номъ своемъ положена, или вообще, тавъ кавъ этотъ уголь 
произволень,—тавъ, чтобы лашя 1Р веегда шла ваутри угла. 
„Мы будекъ пифть тогда 


в+бне-4а, 


У 


СлЬдовательно 
а+в+у=24 


Можеть быть, возразать на это, что хотя и имфенъ. 
по предположеню 


$ (черт. 1)=6 (черт. 2), 
но, что равенство: 
с (черт. 1) =с (черт. 2) 


должно быть доказано. 

Мяф кажется однако, что велвдетв!е произвольной вели- 
чины угловъ въ этомъ хоказательствв ить необходимости. 

Таковы начала довавательства, о которомъ я жду Вашего- 
отвыва. Я прибавлю только въ оправданге моего разсужден!я, 
что, хотя второе дВйстые и уничтожаеть треугодьнакъ АВС, 
но оно пе уничтожаеть угловь треугольника. Жакъ бы ни 
были расположены лина, всегда иивемъ: 


1ВН-8, бСЕ-у, РАЕ-а, 


хакъ въ конечномъ треугольник, тавъ и въ исчезающемь; 
суниа: 


ТАН+ВАЕ+РАЕ ` 


всегда равна, слфдовательно, сумм угловъ прямолинейнаго 
треугольнивя. 

Тавимь образомъ докажемъ предложение для проязвольна- 
го треугольника (вотораго углы суть А, В, 0), проводя лив?и 
Рб, ЕН так, чтобы было д= А, и дёлая кромф того ГАН 
-В я САР-С. Если бы тогда ТАР оказалось ие прямою, 
но ломаною лишею ГАР", то уголь с сдЪлался бы меньше н& 
4; но уголь 6 сталь бы на туже величину больше, такъ что 
сумма этихъ угловъ осталась бы безъ перенёвы и мы имёли 
бы, —что вамъ и требуется для доказательства, равенство: 


Ъ-+-с (черт: 1) 5 +е (черт. 2). 
Копентатевь, 3-го жая 1831 тода. 


Лацесь кз Шумахеру. 


Разсматриваз внимательно т0, что вы мнф пишете о- 
теорйи парвялелей, я замфчаю, что вы употребили въ вашихь 
фазсуждешяхь, ие выразавъ его явно, слёдующее предяожене: 


УП 


Если дв перес®вающяся прямыя, (1) и {2), образуютъ. 
съ третьею прямою (3), ихь ветрчающею, соотвётетвенио 
углы Аи А", и если четвертая прямая (4), лежащая въ той 
же плоскости, будеть перосфвать (1) подъ углонъ А’ то та- 
же прямая (4) будеть пересфкать (2) подъ угломъ А. 

Это предложене не только требуеть доказательства, но 
можно сказать, что оно-то въ сущности и составхяеть ту тео- 
рему, © доказательетвВ которой идеть рёчь. 

Воть уже нёсвольхо недёль, кавъ я чачаль излагать 
письменно нёвоторые результаты монхъ собственныхъ разиы- 
шлен!й объ этомъ преднетф, занимавшихь меня сорок дётъ 
тому назадь и никогда мною ве записанныхь, волёдетве че- 
то я долженъь быть три или четыре раза возобновлять весь 
Трудь въ моей годов. Мн не хот®лось бы однако, чтобы 
это погибло вмфетф со мпою 1). 


Тетингень, 17 мах 1834 тода. 
Шумахерь кз Гауссу. 


Я опать рёшаюсь Ваеъ обезпокоить по поводу теор1и па- 
раллельныхь лин, 

Продолжимъ неопрелфленно стороны прямолянейнаго тре- 
угольника АВО (черт, 3) и возьмемъ радусь В столь большой, 


что отвошеня сдфлались бы менфе всякой данной 


Че 
ВЕ} В 
величины. 

Этимъ радусомъ изъ центри С’опишемъ полуокружноеть 
ЛЕЕВ. Тавъ какъ стороны а, $ и смогуть быть разематри- 
ваемы, какъ исчезающия по отношеню въ этой полуокружно- 
сети, и сл6довательно точки Ди В, кавъ совпадающя съ С, 
то эта полуокружноеть будетъ мёрою трехъ угловъ треугользи- 
ка, сумыа которыхь будеть поэтому отличаться оть 180° 
хакъ угодно мало. 

Ми кажется, что, если ве отвергать конят!я о величин 
неопредфленно возрастающей, это разсуждене весьма просто 
довазываеть, что во всякомъ конечном прамолинейномъ треу- 
тольник® сумма угловъ равна 180°, или зучше, что поетоян- 
ное, которое должно было бы дополнять сумму угловь ло 
180°, если бы геометрия Евклида не была истинною,—-менфе 
всакой данной величины. Такъ какъ тоже доказательство мо- 


*) Кь крайнему сожалёнЫ ло снхф порь оетветея нензьфотимит, 
сохранилась ли эта рукопись въ бумагьхь, оставшихся п0сл$ Гауесв, или 
изтз, Пр. пер. . 


УШ 


жеть быть повторево для произвольнаго треугольника, то 
зено, что это постоянное не можеть зависть оть величины 
треугольника. 


Любек, 35 мак 1881 года. 
Шумазерь кв Гаусеу. 


Я желаль бы ветрётить въ полученномъ мною отъ заеъ 
письм Ваше суждене о моемъ способ доказательства, что 
сума угловъ прямолинейнато треугольника отличается оть 
180° на величину, меньшую всякой данной. Вы легко повф- 
рите, что вашь отзывъ весьма важенъ для меня; я знаю, съ 
хавою легкостью вы открываете слабую сторону разсужлев1я. 
Я ни кону еще не сообщаль объ этомъ предмет, исвлючая 
ВВС, моихъ. ПОМОЩЕиЕОвЬ и профессора Ганзена въ Гот$. 
Нявто изъ насъ не могьъ открыть паралогизыа. 

Есля бы вто либо нашель необходимымъ (чего я не 
думаю) доказать предложене, по которому въ угл безконеч- 
наго радуеа (я употребляю слово безконечнаю для вокраще- 
н1я рфчи} можно разсматривать вершины треугольника, какъ 
центры круговъ, совиадающяхь между собою, то это дока- 
вательство легко было бы выполнять со всею строгостью. 

МнВ кажется, что когда дв точки находятся на конечномъ 
разетольш одна оть другой, то это раветолне должно быть 
разсматриваемо, кахъ нуль, сравнительно съ лин1сю безконечной, 
Сяёдовательно эти точкя совпадають одна еъ другою отноеи- 
тельно этой безвонечной хини. 


Альтона, 29 ня 1831 года. 
Гауссь кв Шумахеру. 


Я бы давно уже и съ большямъ удовольствемъ сообщизь 
Вамъ мое инфе о теор параллелей въ отвётъь на Ваше 
первое нисьмо, вели бы ие предполагаль, что безъ достаточ- 
ныхъЪ разват!й оно не можеть быть Вамъ очень полезно. Для 
того, чтобы мое изложеше было вполн® убёдительно, нужно 
было бы много страниць разъяененй о томъ, что Вамъ до- 
статочно было узналь въ нфеволькихь строкахъ и притомъ 
эти разъясненя потребовали бы слокойстыя духа, котораго 
у меня недостаеть въ настоящую минуту. Я однако скаву 
Вамъ объ этомъ предметй нфевольво словъ, чтобы довазать 
Вамъ мое доброе желаше. 

Вы начинаете прямо со случаз произвольнаго треуголь- 
ника. Но Вы могли бы праложить тоже самое разсуждеше, 


хх 


упрощея вопросъ, еперва въ простёйшему случаю, высвазы- 
вая такую теорему: 

(1) Во всяком» треуюльникь, у которою одна сторона 
конечная, & друая, в слюдовательно также третья, безко- 
нечная, сумма двутз узлова, прилезеолщаиеь къ конечной сто- 
ронь, равна 180°. Доказательство по Вашему способу. —Ду- 
га круга СР (черт. 4) есть мёра угла САД и также ифра 
угла СВР, потому что въ круг безконечнаго ралуса конеч- 
кое перемфщене центра должно быть разематриваемо кавъ 
нуль. Слдовательно 


сАр-=Свр, САР+-ОВА-СВО+-СВА-180°. 


Остальное оканчивается безъ ватрудненя. Въ самомъ 
дЬлЬ, по этой теорем имфемъ (черт. 5): 


2+0+6=180°, 
180” 2+0, 
уч+Е-180°, 


откуда, взявъ сумму этихь равенетвъ, найдемъ: 
#+в+у= 180°. 


Тенерь, что касается до валлего доказательства теоремы 

{1), то я, вонервыхъь, лротестую противъ того употребленя, 
которое вы дфзаете изъ безконечной величины, трактуя ее, 
. вавъ количество опредёленное (хойенёёея), что никогда не 
можеть быть хопускаемо въ математикв. Безконечвость есть 
только условное выражене-—тогда кавъ, на самомъ дВлЬ, 
рфчь идегь о предфлахъ, въ которымъ могутЪ стремиться одни 
этношен!я, тогда вакъ друг могутъ возрастать неопредёлен- 
но. Въ этожъ емыелЁ неевклидова зеомепифя не имфеть въ 
<ебЪ никакихъ противорфч, хотя, по первому взгляду, мног!е 
изъ ея результатовъ имфютъ ведъ наралоксовъ. Эти важунеся 
ьпротиворья должаы быть разсматризаечы какъ дЪИстия 
иллюз м, происходящей отъ привычка, которую мы себ уже 
давно усвоизи, разематриваль Евелилову геометрио, какъ 

строзую. . 

Вь неевклидовой геометри въ фягтрахъ никогда не 
бываетвь похобя безъ равенства. Наприч®ръ, углы равно- 
стороннаго треугольника (черт. 6) нетолько различны отЪ */, 
ирамаго угла, но пратомъ они могутъ изм внатьен съ вели- 
чиною сторонъ, и если стороны возрастаютъ безпредфльно, то 
хни могутъ едёлаться сколь угодно малыми. Туть слёхователь- 
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но будеть противорёче уже въ самомъ желав и начерулить 
такой треугольнякъ по иодобио посредетвоме треугольника 
меньшаго. Можно только обозначить его общее расположене. 
Такимъ образомъ, обозначенёе безвонечнаго треугольника въ 
предфл было бы такое, кавъ на черт. 7. 

Вь Евьлидовой геометрии ничто не велико абсолютнымт 
образомъ; но не такъ будеть въ неевклядовой геометри, и 
въ этомъ именно ея отличительный хараитеръ. Т%, которые 
не допускают» этого, тёмъ самымъ уже полагають основаше 
веей Еввлиховой геометрл, но кавъ зуже сказалъ, по моеку 
убфжденю, съ ихъ стороны это есть чистая иллюзя. Въ 
разсматриваемомъ случа$ не будеть абсолютно никакого про- 
тиворвчя, если мы сважемнъ, при двухь данныхь точкахь 
Аи Ви ваправлени АО (черт. 3), по воторому точка С уда- 
дяется неопредфденно, что хота уголь ПВО приблажается 
все болёе и боле къ углу РАС, по все таки разность 
этихь двухь угловъ нельзя сдфлать менве нЁкоторой конеч- 
ной величины. 

Введене дуги СД двлаеть безь сомнёШя ваше заклю- 
чен1е болфе правдополобнымь. Но если разъяснить то, что 
Вы только указали, то должно будеть выразять это тавъ 
{черт. 9): 


ср. ср 
САР: СВР- тор: му, 


и тогда вавъ АО’ возрастаеть неопредвленно, Ор и СЪ’ 
еъ одвой стороны и ЕОСР а ЕСР’.съ другой стремятся 
непрерывно въ равенетву. 

Этя яаключени не имфють ифста въ неевкаядовой гео- 
метр1и, если понимать подъ этимъ, что геометрическя отно- 
шевя этяхъ количествь будуть сколь угодно близки къ ра- 
венству. Въ самомъ дфлф въ нееввлидовой геометри, полу- 
окружность круга радёуев г имфетъ величину 


Я =) , 


гдВ к есть постоянное, которое намъ опытъ указываеть 
чрезвычайно большим по отношению ко всему, что можеть 
быть наин изхВраемо. Въ Евклидовой геометрии это посто- 
анное длается безконечностью. 

На фагуральномь язык теорш безконечности хозжно 
было бы, елбдовательно, сказать, зто окружяости двухь без- 
хонечныхь круговъ, рамусы которыхь отличаются на вели- 
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чину конечную, сами различаются между собою на везичину, 
имфющую къ каждой изъ окружностей конечное отвошен:е, 

НЪть никакого противорфия въ томъ, что человвЕЪ, 
существо конечное, не пускается въ сужден!я о безконечномь, 
хавъ о предмет данвомъ и вполиф обнамаемомъ его обы- 
кновевнымй силами понимая. 

Вы видите, что здфеь споръ соприкасается неносред- 
ственно съ областью метафизаки. 


Гетинтену, 12 Поля 1831 годв. 
Гоуссз кв Пруматеру. 


Въ послёднее вреня я вмфлъ случай перечитать не- 
большое сочинене Лобачевскаго подъ загхащемт: Сеотенчзейе 
Олиетвисритден гиг Треоме ег РагаЦейиет. Это сочи-” 
неше содержить въ себЪ основавща геометрш, которая дол- 
жна бы была существовать, и строгое развите которой пред- 
ставляло бы непрерывную цёпь, если бы Евклидова геометрия 
не была истинною. Нёкто Швейкарть ') даль этой геомет- 
и имя „оботёйе аизтае“, & Лобачевсый—чвометрфи во- 
ображаемой. 

Вы знаете, что уже патьдесять четыре года (съ 1792), 
какъ и раздвляю тф-же взслакы, ве говоря здфеь © иё- 
хоторыхь развитахь, которыя получили мои иден объ этомъ 
предиет® впослёдетви. СлФдовательно, я собственно не ва- 
шедъ въ сочиненн Лобачевсваго ни одного новаго для меня 
факта; но изложене весьма различно отъ того, каков я пред- 
полагаль сдвлать, и авторъ травтуеть о предмет, вавъ зна- 
токъ, въ истично-геометрическомъ дух. Я считать себя обя- 
занвымъ обратить Ваше внимат!е на эту внигу, чтеше кото- 
рой ве преминетъ доставить Вамъ живёйшее удовольетве. 


Тетинтент, 23 ноября 3346 года. 


2) Профессоръ юрисируденци презде въ Марбурт%, иотомь въ Беяиге- 
бер. 


Эбщя нзсльдовашя о кривыхъ поверх- 
ностяхъ. 


Дарла Фридриха Гаусса. 


{Сошиешеаонев зосефаз бо паетя 8 Уо! УТ ай зап. 1828 — 
1827. боЫиеен 1828}, 


Переводъь М. М. Филиппова. 


1) Изелфлованя, въ которыхъ игрыютъ роль разнообраз- 
ныа ваправлен м прямых лин въ пространетвв, часто мо- 
туть быть изложены удобнёе и проще, если взять вспомоза- 
эпельную шаровую поверхность, описанную раусомъ == 1 08040 
произвольно избраннаго центра. Разлачныя напразаен!я изо- 
бразятея тогда тфми точезыи на поверхности этого вспомо- 
тательнато шара, которыя будуть оконечностями радусовъ, 
проведенныхь параллельво этямъ направлешяме. Если поло- 
жеше точки въ пространств® опредбляется тремя координа- 
тами, т. е. разстоявяыи точки оть трехъь неподвижныхь в3а- 
имно перпендикулярныхь плоскостей, то прежде всего необ- 
ходимо отифтить направленя осей, перпендивулярвыхь къ 
этимъ плоскоетямъ; точки шаровой поверхности, изобража- 
ющя эти направлен: осей, обозначимь цафрами 1,2, 3; ихъ 
взаимное разстояне составляеть 90°. Варочемь, пря этомъ 
подъ направлещями осей слфдуеть подразумЗваль тВ именно 
направлен!я, вудё позрастають соотвфтственныя координаты. 

2) Полезно привести здфсь н®которыя предложен!я, кото- 
рыя будуть чаето прамёнаться въ послБлующемь изелёховё- 
ви. 

1. Уголь межлу двумя пересфкающимиея прямыми язы?- 
ряетея дугой между тВми точками, которыя соотвётствують 
на шаровой поверхности направленямъ этихь прамыхъ. 
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П. Положене любой плоскоети изобравится тфыъ боль- 
шам» кругомъ шара, плоскость котораго параллельна ханной 
плоскостн. 

ТП. Уголь межху двумя плоскостями равенъ углу между 
двумя большими кругами, ихъ соотв тствеяно изображающими, 
онъ стало быть измВряется тажже дугою, соединяющей полюеы 
обоихь названныхь большихъ круговъ. Такимъ же образомт, 
уголь навлоневя прямой къ плоскости измвряетея дугою, 
исходящею изъ точки, изображающей паправлене прямой и 
перпендикулярною къ тому большому кругу, который изобра- 
жаеть положене плоскости. 

ТУ. Обозначимъ через 2.5) 2’ координаты двухк 
точекъ, черезъ г ихъ разстояве, Пусть будеть Г, точка ша- 
ровой ‘поверхности, изображающая направлен!е прямой, прове- 
девной оть первой точки ко второй. Тогда получимъ: 


вт 608 12 
уч 608 22 
= 603 ЗЁ 


= 
у 
Е 
У. Отсюда пепосредетвенво 


сз" 1+ 082 + со" =1, 


& если Г’ обозвачаеть любую другую точку шаровой поверх- 

ности 

603 1Ё е05 11/4608 2Г 08 2774608 ЗР е05 ЗР/-=еов РР 
УТ. Теорема. Пусть будуть Г, 17, Г/, Г" четыро точви 

на шарв, А уголъ, образуемый дугами ГГ, ГГ", продол- 

женными до ихъ точки пересёченя; тогда 

в05 ГМ 608 Г/Р воз ГЕ" 608 ГА т Г вне Г 608 А. 
Доказатевьство. Назовем не только уголь, но и точку 

пересВченя дугь ГЛУТУТ, черезь А. Далфе пусть 


ТЬ АИ, Ари, АЕ, 


Имфемъ 
608 ТЛИ 608 608 ’--зна в ыш &” 605 А 
08 Уи е08 #08 + 55а "60$ 4 


60$ 1/60 1605 кт Езт Е" с08 А 
608 ГТИНЕеоЗ # 605 "+ 8 Е Е 608 А 


Откуда 
605 ТД’ воз И"-е08 ОИ сов ГЛ" 
25608 А ат (1—0 вп ("—#) 
25008 А ва ЫШ ва ПИТ" 
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Зльеь надо замфтить слфдующее. Изъ точки А ясходятъ 
по двф вфтви важдаго изъ обоихъ большихь круговъ: он® 
образуютъ тамъ углы, дополанюние хругъ друга до 180°. Изъ 
этих»ъ вётвей, какъ вытеваеть изъ нашего изложешя, надо 
взять т, чьи направления совиалаютъ съ паправлешемт двя- 
жешя отъ точки Ь въ Г ноть Г къ 1”. Отсюда тавже можно 
видфть, что безразлично, какая изъ двухъ точекъ пересфченя 
большнихь вруговъ нами избрана. Выфето угла АД, можно 
ввять также дугу между полюсами тфхъ большихь вруговъ, 
частями воторыхъ явдаютея дугя ЛД’ и 1”: по очевидно 
вадо взать тБ полюсы, которые, по отношетю къ этимЪ ду- 
тамъ имфють одинаковое положене, именко оба полюса вправо, 
ееля двпжемея отт Г къ Г и оть 1” къ ГМ, или оба влёво. 

УП. Пуеть даны Ь, К’, РБ” три точки шаровой новерх- 
ности, и положимъ для краткости 


с05 1 == 608 21 =и 

608 1 = 608 ЭТИ У 

е0з 1-5” 608 ТР у” 
Далфе 


вуз" + уе + уг ву А 


Пусть ^ обозначаеть похюсъ большого вруга, частью 
вотораго явлается луга Ю/, выенно тоть полюсь, который, 
по отношению въ этой дуг, расположенъ такъ же, какъ точка 
1 по отвошенно къ дуг 23. Тогда по предыдущей теорех$ 
(для [,, [/, 2, 3} найдемъ 


у’ — у = со 1. вш 23. зт ШУ 
или, твхъ какъ 23 90°, 
уг’— уе — 008 1 /^ т ШИ и точно также 


аж фе == 008 2 Х мп ТИ 
духу = 005 8 А в Ш 


Умножая соотвфтетвенно на 2", у", 2" и слагая полу- 
ченныя уравневя, ичфенъ по второй теорем (въ У) 


== 003 А Г" эт Ши, 


Зафеь надо различать три случая. Во-первыха, Г" можеть 
ваходиться ва томъ же больтомъ кругВ, частью котораго яв- 
днется [Ли; тогда Х ТИ =90° и А-=О. Если Т/ находатся 
вп% этого бодьшого круга, то наступаеть вйорой случай, если 


ХУ 


17 п ^^ оба съ одной стороны; есле Т./ вв круга, но Г” и 
Х съ развыхь сторонъ круга, то это третий случай. Въ 
обоихь послёднихь случзяхь [1 №’ и ПТ.” образують сфери- 
ческй треугольвикъ, при чемъ во второмъ случа точьи этя 
слфлуютъ одна за другою танъ же, какъ точки 1, 2, 3, тогда 
завъ въ третяемъ елучаЪ порадокъ обратный. Обозначанъ 
углы этого сферич. треугольника проето черезъ Т,, №, 1, 
сферическую высоту, опущенную изъ Г” ва 1Ш/ черезъ р, 
тогда получимь 


эт р ==зт Г за МА = Г вт Г" 


Далфе ^ № 02 р 


Знавъ-отвосится во второму, + къ третьему случаю. 
Отсюлв слЪдуетъ, что 


= Ач Ё за ПЛА ча МИ 
т ТИ. вт Ш. ва Ти 
= т 1, эт Ши, зв Ми 


Варочемъ, первый случай можно считать содержащихея 
ЗАБЪ во второмъ, тавъ и въ третьем; п тозно также легко 
замфтить, что -> Л есть шесть разъ взятый объемъ пирамиль, 
коей вершины суть точки [», Г’, 1" и центрь шара. Нако- 
нецъ, отсюда непосредственно выводимъ, что то же выраже- 


. 1 
ше ==А вообще прелставянеть объемъь любой пирамиды, 


зершины которой находятся въ начал коорланать я въ точ- 
хахъ съ координатами 2.у,2; 2,2; ау", г". 


3. О вривой поверхности говорятъ, что она обладаетъ 
въ находящейся на ней точёЁ А непрерывною привизною, есле 
всевозможныя каправлен!я прямыхь, могущихь быть прове- 
денными изъ А въ различвымъ безконечно близкимъ вЪ точк% 
А точвамъ поверхности, уклоняются лишь безконечно мало 
оть одной и той же плоскости, проведенной черезь 4. Эта 
плоекоеть хасаетеся, какъ говорят, крявой поверхности въ 
точк$ А. Боли это уелоше не можеть быть выполнено въ 
дачной точкВ, то стало быть въ ней происходить перерывъ 
кривизны, каф наприм. въ вершин® конуса. Послвдуюния 
разсужденИя относятся лишь къ такимъ кривымъ поверхностямъ 
или тавимь частямъ поверхности, у которыхь нигдё ифтъ 
перерыва кривизны. Замфтиыь еше, что методы, служаще 
дла опредёленя положення касательной плоскости, теряють 
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значене для особенныхь точевъ, въ которыхЪ кривизна испы- 
тываетъ перерывъ, и приводятъ къ неопредфленлымъ выраже- 
энамъ. 


4. Положенте касательной плоскости удобнфе веето опре- 
дЪляется положенемъ возстановленнаго къ ней изъ точки А 
перпендикуляра, вазываемаго нормалью кривой поверхности. 
Направлене этой нормали можеть быть изображено точвою 
Т, на поверхности вспомогалельнато шара п, полагая 


60811, =Х, 089 [, = У, созЗТ, = 


обозвачимъ въ то же время координаты точки 4 чрезъ х,у,2. 
Пусть будуть далфе 2 + 4%, у + Чу, г + @г координаты дру- 
той точки А’ кривой поверхности, 45 безконечно малое разето- 
яве А’ оть 4; далфе пуеть будетъ А та точка вспомогательной 
‘шаровой поверхпости, которах изображаеть направлеше дуго- 
вого элемента 4.А’ (т. е. безконечно малой прямой 4." совпа- 
дающей съ дугой, если отбросить безконечно малыя высшахъ 
порядковъ}. Тотда получниъ 


95 == 45.6081^, Чу == 45.6088, 42 == 48.089, 
90°, 
ХеозТ\ + УсовА + Исоз8А 


и такъ какь ХЬ 


Изъ этого уравнен!я выстВ съ предыдумимъ; 
Хах + Уду + 242-=0. 


Есть два общих метода для аналитическаго изображе- 
ня кривой поверхкости. Первый состоит въ установления 
уравненя между координатами 2, у, 2; это уравпевше, какъ 
мы предположимъ, приводится къ виду 7” — 0, гдё И?’ есть 
фуакщя перемённыхъ 2, у, 2. Пусть данъ полный дифферен- 
щаль фунвши №” 


ат’ = Раз + 94у + Ваг, 
тогда на вривой поверхности будет 

Рах + 9ау + Ваг=0 
и Стало быть также 


РоозТА + Осоз\ + ВсозЗ А —0. 
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Но это уравнеше, какъ и предыдущее, должео быть 
еправедливымь для паправлевй вефхъ лежатихь па поверх- 
пости дуговыхь элементовь 48, а отсюда ясно, что Х, У, й 
соотвфтственно пропорщовальны Р, 9, В. 


Но такъ кахъ еще 
инь 
то получимъ 


Ру 2 Е 
У ро" Ук? Ув" 


или же можно взять 


—Р —@ -—& 


= ‚у = ‚2. 
У +в? У рота" УР ВР 


Второй методъ состоитъ въ изображени коордипатъ заЕЪ 
фузкц лвухъ новыхъ перемёняыхь ри 9 Дифферепцируя 
эти координаты, кавъ функц р, 4, найдемъ уравненя вида 


4х — аар + 994 
фар + 94 
2 = вар + 244 


Вставлая въ выше найденную формулу 
Хас-+ Уйу+ Иаг=о, вайдемъ 


(аХ-+У-+с2)ар-+(ахХ+9У +02) 4-=0. 


Но это уравнене должно быть справедлявымъ для вся- 
кихь @р и 44, & потому должны имфть 


аХ+Уч+ей —=0, «Х-+ЬУ+е2 =0 
откуда найдем, что Х, У, 7 соотвЪтетвенно пропордюнальны 
Фе сб, са ае', аб. 


Мы положамъ для краткости: 


У бе 6) + мА. 
2 


8:0 


Тогда получимъ либо 


и р оае ами 
И, т, и, 


&'—в' у ае— ея’ ища! 
лябо Х д ‚У ‚2 д 


Есть, ваконецт, еще прет} методъ, прн которомъ одва 
изъ коорланать, папр. 2, изображаетея кавъ фупешя лвухъ 
другихь 2, у. Этоть методъ очевидно есть лишь спещальный 
случай первыхъ двухъ. Еели здфсь положить 


а2—х + иду, 


то полузамт либо 


: и 
г — 
либо Х УтЕИи” в: УТЕРЕ» 


5. Обь найденныхь рёшеня относятся, какъ легко у6%- 
диться, къ противоположнымъь точвамъ вепомогат. шаровой 
поверхвости или, что то же, въ протнвоположнымъ направле- 
1змъ. Зависить это оть того, что нормаль можеть быть про- 
ведена съ одной или же съ другой сторовы поверхности. Если 
съ этихъ поръ мы станемъ различать 0обф стороны позерх- 
ности и вазовемъ одну изъ вихъ вафшнею, другую внутрен- 
нею, то съ помощью теоремы, выведевной раньше (2, УЦ), 
можно дать для каждой изъ двухъ нормалей соотвфтетвенное 
ршене, какъ только установимь вритерй для различен од- 
ной сторозы поверхности оть другой. 

Примфвяя первый методъ (координаты т, у, 2), можно 
вывести такое мфрило изъ звака везичивы У. Говоря вообще, 
кривая поверхпость отдёляеть части пространства, въ вото- 
рыхъ М имветь положительное значене, отъ тфхъ, гдЪ зна- 
чеше №” отрицательно. Изь вышеприведеннаго предхожешя, 
однако, яено, что если ТУ принимаеть положительное значеше 
на янфлней сторон% п еели нормаль также проведена кнаружи, 
то надо взять первое рёшеше. Впрочемъ, въ каждомъ чает- 
ножь елучаВ легко судить, справедливо-ли для знана Й’ одно 
и 10-же правяло дла всей поверхвости илв оно различно дла 


ах 


ея разныхь частей. Пока коэффиященты Р, ©, В (т.е. част- 
ныя производныя оть У” по х, у, 2 вохраняють конечныя 
зеличины я яе обращаются всф еливовременио въ пуль, за- 
хопъ непрерывиости искаючасть перемфиу знака, 

Если прямфнить второй метоль, то на кривой поверх- 
лости можно принять во внимане двБ системы кривыхъ лин, 
одну, для которой р перембиано, но 4 постоянно; другую, для 
которой обратно 4 перемВнно, а р постоянно. Взаимное поло- 
вене, т. е. расположене этихь лив!Й относвтельно вибшней 
сторовы должно рЁшить вопросъ, какое изъ двухь рёшенй 
слЁчусть взять. ДЬйетвительно, возьмем слфлующя три лини: 
1) исходящую из А вфтвь латы нервой системы, вЁтвь, для 
которой р возраетаеть; 2) исходящую изъ А принадлежащую 
второй систем вфлвь, для готорой д возрастаеть; 3) возстапов- 
ленную изъ А кнаружи пормаль. Кели эти тря левит распо- 
ложены въ томъ-же порахкВ, какъ осн коорливать х, у, 2, 
исхолащя изъ начала коорлинать, если напр. въ обоихь елу- 
чаяхъ первая лин яаправлена влЪво, нгорая виередъ, третья 
вверхь, то пало взать первое рёшеше. Но ееля взаймвое по- 
ложене первыхъ трехъ лин! противоположно расположеею 
осей т, у, 2, то слфдуеть взять второе рев. 

Если принать трет снособт, т. е. язять 2 какъ фувкцто 
от фи у, то достаточно узнать, что произойдетъ, когда 2 
получить положительное приращене ври неизызаныхь хи у. 
ели соотвфтетвелная точка поверхности перейлеть въ вяфш- 
ней сторонз, то для нормали, ваправленпой хларужи, надо 
взять первое рёшеве, т. е. 


ит, д. (необходимо помнать, что Х == 60911, 


гдф Г, обозвачаеть точку иа шарф, соотвфтств. ваправленио 
нормали). Если, наоборотъ, точка перейдеть къ вяутренаей 
сторон, то надо ваять второе рёшене. (Въ первомъ елучаЪ 
уголь 31 будеть очевидно острымъ, а потому И -=с083 = 


1 
утки 10 моровъ случа 2 имфеть знавъ—и въ 


обонхь случаахь Х: У: Я: и: — И 

$. Перевося направлеве нормали въ любой точЕЪ врезой 
поверхноети на поверхность вспохогательпаго тара, мы сопод- 
чинили каждой точк первой поверхности опредфлевпую точеу 
новерхвости шара, Подобвымъ же образомъ, каждая лин и 
каждая фигура на первой поверхности „соотвфтетвуеть“ пли 
можетъ быть изображена помощью соотвтственной ливш или 


э* 


хх 


фигуры на марЪ. Сравнен!е двухъ такяхъ взаимно соотвфт- 
етвующихъ фигуръ, изъ которыхь одна есть изображен дру- 
той, можеть быть произведено двумя разпыми епособами. Можно 
разсматривать либо только зеличену, либо тольдо положене 
фвгуръ. 

Сравнене фигуре только по величия приводять въ уста- 
новленно понят, введене которыхъ въ учене о кравыхз по- 
верхностяхь представлаеть ‘значительную выгоду. Мы прапя- 
сываемъ каждой опредфленно ограниченной части вривой по- 
верхности яозную кривизну, которая измфряется содержанемтъ 
поверхноети той фигуры на шарф, которая какъ разъ еоотв®т- 
ствуеть разсматриввемой части. Ноотъ этой полной кряввзны, 
необходимо отличаль, такъ сказать, удюльную кривизну, ко- 
торую мы назовемъ мюрою кривизны. Эта поелфдияя отноеится 
въ одвой точки поверхности и изображает» отношене пли 
частное, получаеное пря дёлевн яолной хривизны располо- 
женпаго близь данной точки безконечно малаго элемента по- 
верхности на содержаве яоверхности само элемента. Дру- 
тан словами, чтобы получить мФру кривизяы падо взать 07- 
ношен! между поверхностью изображешя на шарф малаго 
элемента и поверхностью самого элемента. Полезпость этихъ 
повыхЪ повятШ выяснится изъ дальифйшего. Что касается 
терминолог!в, мы старались исключать веявую двусмысхев- 
ность; поэтому иы и ве сочли цфлесообразнымъ прииёнить 
зыраженя, употребляемыя въ теори плоскихъ кравыхъ (выра- 
жешя и сами по себф ве вполн% цфлесообразныя). Иначе. намъ 
пришлось бы назвать мфру кривизны просто кривизной, а 
полную крявезну—ауплитудой. Но развЪ мы не вправф выби- 
рать слова, лишь бы ови обозначали повят!я, ие лишенпыя 
содержания и неспособныя привести къ ложному истолкова- 
ино. 

Положеше фигуры ва вспомогательной шаровой поверх- 
ности, по сразвненю съ положенемь соотвЪтственной фигуры 
ка давной кривой поверхности, может, быть либо подобнымъ 
или соотв тственяымъ, либо противоположвымъ или несоот- 
вЪтственныхт. Первый случай наетупаеть, когда дв прове- 
денпыя на кривой поверхноети изъ одной и той же точки 
въ разавчныя, но не прямо противоположныя направленя 
лони изображаются на шарф посредством подобно лежащихь 
лин, т. е. когда изображеше лиши, лежащей вправо, также 
лежитЪ вправо. Второй случай ваступаеть при обратном 
предположени. Мы буденф разаачать 0б& случая помощью 
положительнаго или отрицательнаго знака, приписываемаго 
иъуь кривизны. Различене это, очевидно, возможно лишь въ 


хх! 


томъ случаВ, если мы изберемь на обоихъ поверхностяхь 
опредёленныя стороны, ва которыхъ, по предположению, нахо- 
дятся наши фигуры. На вспомогательномь шарВ мы веегда 
будемъ избирать вифшнюю, отвращеняую отъ центра сторону: 
на кривой поверхноста можно тавже избирать постоянно вафит- 
кюю сторону или ту, которую мы условно привали за вафш- 
нюю или, выражаясь точнфе, ту сторону, съ которой воз- 
<становлена норизль, очевилно, относятельно согласовашя въ 
положен и фигуръ ничто не измфнится, еслн на поверхности 
зрелетавимь себф кавъ фигуру, тявъ п нормаль съ протяво- 
положной стороны, лашь бы изображене фигуры постоянно 
оказывалось на одной и той же сторовф шаровой поверхности. 
Положительный или отрацательный знакъ, прапиеынаемый 
нами, смотря по положетю безконечно малой фигуры, мзрю 
кривизны, можетъ быть распростравенъ и ва яолную кривизну 
конечной фигуры, начерченной на поверхвости, Для общаго 
раземотрфн!я этого вопроса необходамы еще разъясленя; нова 
мы косненся ихъ лишь вкратцф. Если фигура на кравой 
поверхности такова, что отдфлЬНымт, находящимея въ ней 
тозкамъ, соотв тетвують Базличныя точки на вепохогатель- 
вомъ шарф, то онредфлеше ве требуеть дальнёйшаго нояс- 
неня. Гдё это услове не соблюдено, необходимо извфетныя 
части находящейся на шарф фигуры счесть дважды нля бол$е. 
Отсюда. смотря но положению фигуръ (сходному ила противо- 
положному) можеть произойти увеличене или взаимное сов- 
ращен!е. Проще всего поступить такъ: вообразамь себЪ, что 
фигура на кривой новерхности разлфлена на тавЁя части, изъ 
которыхъ каждая. разематриваемая отлЬльно, уловлетвораеть 
упомянутому условю, затёмъ опредфлимь отдфльыя части 
полной кривизны помощью величины поверхности соотвфт- 
ственной фягуры на шарф, причемф то пли ивое положеше 
опредёлять знаки; наконець, примемъ за полную вравизну 
дфлой фигуры то значене, воторое получится путемъ сложен я 
полной кривязны отдфльныхъ частей. Полная кривизна фигуры 


будеть тогда | 140, гдз 40 есть элежентъ поверхлости, А мёра 


вравизны въ данной тозкв поверхности, Что касается теоме- 
трическаго изображен!я этого интеграла, 10, въ главныхь чер- 
тахъ, рЬчь пдетъ о слфлующемы; периметру или окружности 
фигуры ва кривой нозерхвости будеть соотвфтетвовать (при 
условуи, обозначениомь въ параграф 3) на шаровой поверх- 
ности постоянно нфкоторая замкнутая линуя, Бела эта поел д- 
вяя пигд® сама себя не пересфкаеть, то опа длит цфлую 
поверхность шара ва ав части, изъ которыхъ одна соотвЪт- 


ххИ 


ствуеть фитур% на кривой поверхности. Содержан!е этой части, 
взятое съ+или съ—,емотра потому, будеть ли ово путь 
относительно своего периметра то-же нолоя ен1е, КавЪ фигура 
на кривой ловерх ности, или обратное, это содержане выразить 
полную вривизву разсыатривасмой фигуры. Если ляня на шар 
пересъкаеть себя одинъ паи вЪеколько разъ, то форыа фигуры 
сложнфе, по все-таки ей можно приписать опредфленное солер- 
аще. которое слфдуеть лиши, вычпелать правизьно. Но лаль- 
эйшее разъяснеше этого вопроеа мы отлагаемъ до другого 
болфе удобнаго случая. 

7. Мы выведемъ тенерь формулу для меры кривизны въ 
любой точБ кривой поверхности. Пусть 40 обозначает» содер- 
жатс элемента поверхности у лавой точки; тогда 240 будетъ 
солержане новерхноетия проэкшуи этого элемента на плоскость 
2у (ибо Й = с03 8 [ есть восинуез угла между весьма близ- 
вамъ вь 46 элементомъ касательной плоевоста и плоскостью 
у; Т. есть точка, обозначающая на вепом. шарф направлевге 
нормали). Гочно также, если назовемъ зрезъ 45 солержане 
элемента поверхности пепомогат. шара, нзображающаго эле- 
ментъ 40, то 24 будетъ содержавемъ проэкт элемента 4% 
на ту-же плосвость коордивать. Но знавъ + или — при 2 
обозвачаеть, что положеше прозкши согласно или противзо- 
положио положен проэктированнаго элемента, очевидно но- 
этому, что отношепе величинъ и взаимное положенше проэкий 
будет то-же, кашь и самихъ элементовъ. Теперь мы раз- 
смотриыъ элементь поверхности, имвющй форму треугольника, 
и примемъ, что проэкщи трехъ его вершинъ выБЮТь Бобрди- 
валы 1) х, у, 2}; х+а2, у+ау и 3) я + 9, уеду. 

Двойная площадь этого треугольника, будеть 


Ях. ду — ду. д 


и это выражев!е дасть двойную площадь съ-- или —, емотря 
потому, раеположена-ли сторона. идущая оть первой точки ЕЪ 
третьей (сторона 18), отвоейтельно стороны, соединяющей пер- 
зую точку со второй (12), вакъ ось у отноентельно оси 2, нли 
противоположно. 

Если, далфе, координаты трехъф точекъ, которыя образують 
вершины углов» проэвлую соотвфтственнаго элемента шаровой 
поверхности на плоскость ху, принявъ центръ шара за начало 
коорлинатъ, будуть 1) Х, У.2} Х+аХ, У+ау; 3) Х+АХ, 
У-+дУ, 10 двойная паощадь этой проэящи будегъ 


ах. у— ау. 9х 
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©ъ тбмт-же услошемь для зиаковъ, какъ и выше. Поэтому 
мора кривизны въ разематриваемомт ыфотЪ поверхности, рав- 
ная отношение 45: 40, раваь 


4Х. ду—ду.6Х 
че. бу 8х 


Теперь примемъ, что поверхность задана третьямь с10с0- 
бомъ параграфа 4 (т.с. какъ 2=ф (2,9). Тогда Х пУ фувз- 
ции отъ 2,9, в имфемь 

9х, 9х 
ахуе м ву 
и аналогично ФХ, 9У, дУ. 
Подставляя въ А; получимъ выражене 


ет 


Назовемь какъ прежде: 


и затбыъ положамъ 


или 4 = Тах + Оау 
ан= баз-+ Рау 


тогда позучимь: 
Х-=— М, У=— ий, (Г чй+и)7*=1 


и стало быть 
ах =— 2—2 


4У = — Фан ар 
Печи") 2+2 (+ ча = 0 
или (тавъ какъ — 1+ #171 = — 7\Т-ьи") пла —14+4'7* = 
— 2+8) 
получимь 


а7-—— 2 + иан) 
аХ=- Ин Чиаь 
ау Р-Р“ Ри 


хх 


и навонець 
2х _ р и 8х ду 
ч= = 2" [— (1 + %') Т+ы 0] ианалогично 7 в 
ЗУ 
ду 


Подетавниь эти величины, тогда выражене & перейдеть 
въ слёдующее: 


В 2 (ТР — ай + и) =2 (ТРО) 


и навовець 
Е ТИ 

— ИжАи 
8. Приличнымъ зыборомь начальной точки воординать 
можно легво достичь того, что для опредъленной точки 4 


ЕВЕ: 
дл ду дхду 

Первыя два условя будуть уже выполнены, если взять за 
плоекоеть ху касательную плоскость въ данной точк%. Но, 


если сверхъ того взять и начало коордивать въ точи$ 4, 10 
выражене координаты 2 пряхеть видъ 


величины фн, 07 (т.е. ) обратятся въ нули. 


2 = Тель Т.у'+0, 


(по теорем Тайлора для двухъ перемфнныхь), гдё ©, выше, 
чЁмъ второго порядка. 
Если залыъ повернуть ое 2, у на такой уголь М, что 


>, То легко видфть *), что получимь уравнене 


Е тие 


т. е. и третье услоше уловлетворитея. 

Отеюдь слфдустъ; 

Т. Если переефчь кривую поверхность плоскостью къ ней 
перневдивулярною (пормальною). проходящею черезъ ось х, 
то получимъ плоскую кривую, которая будеть имфть въ точЕ% 


*) Нзь формуль для преобразованя гоординат» ив плоскости. Перев. 


ЖАХ 


А радусъ кривизны, равный 1%. Пря этомъ знавъ + ука- 


жеть выпуклость, а зназь — вогвутость къ той сторонф, въ 
которую 2 счатаетея положительнымъ. 


1 
ПП. Точно также а булеть радгуеъ кривизны въ точЕВ 4 


той плоской кривой, которвя нроисходить отъ пересфчетя 
вривой понерхности плоскостью, проходящей чрезъ оси у из. 


Ш. Полэтая с=т 008 ф,у-гяш ф, найделъ 
1 Ё : 
яз ([Гозфр+Т эп" + 9. 


Отсюда ясно, что, если поверхность пересфкается плос- 
Бостью, ироходящею чрезь 4 и перпендивудярною къ поверх- 
пости, но образующею уголь ф съосью <, то получаетея плое- 
кая кривая, которой раусь кривизны въ точвВ 4 равепъ 


1 
Теовту-- Риф 


{ф-= постоян., 2 в г прзыоуг. воорд )}. 

ТУ. И тавъ, если 7 - ТУ, то ражусы крявизны вех 
плоекихь нормальнихт, сфчекй разны между собою (а именно 
1 
Р 
величина Тс05*ф +- Рёт”ф дая каждаго значешя ф находится 
между Ти Г, а отсюда легко видфТь, что т ратусы ври 

1 


+. Но если Т пе равно И, то во веякомъ случа 


равны 


: 1 
вазвы глазных» сбчешй, которые разны 7-й -р, дають пап- 


большее и паименьшее звачеше кривизны, еслй зави ихъ 
одинаковы, Ееля зваки различны, то оданъ изъ нихъ даетъ 
нанбольшую выпуклость, а другой наибольшую воглутость. 
Эти выводы завлючаютъ почти все, что впервые показано 
Эйлеромъ отноесятельво кравизвы поверхностей, 
У. Для меры кривизны поверхности въ точк® 4 мы по- 
дучаемъ весьма простое выражене, а именно #=ТУ. (ДЪй- 
ТУ ". 
мы избрали такъ, что Ё+=и= С =0, стало быть й=ТУ или, 
по обозначено Монжа, ="). 
Мы нуБежъ, стало быть, елфдующую валвую теорем’ 


ствитедьно, мы видямъ, что Каз во тозву 4 


*) Ибо взявъ у-О и найдя рад. вривизны дя поработы г. 7", 


1 
полагая и о мы 


‚ получиыь Е 


хх 


Мьра кривизны въ произвольлой точь поверхности равна 
дроби, коей числитель-1, а знаменатель есть произвелене 
обоих врайнихь (т.е. ваибольшаго и паименьшаго} радусовъ 
кривизны сЪчевИ, образуемыхъ нормальными нлоскоетями. 

ВыфетВ съ тфыЪ зспо, что мюра кривизны сеть величина 
положительная тля выпу&ло-выпуклыяъ нла воснуто-вогнутыхть 
поверхностей (напр., шара, эллиисонла ит. п. Иерев.) —между 
тЬыи и другами аЪтЪ сумественной разницы —но отрицательна, 
для вогнуто выпуклыхь. Еели поверхность состоитъ изъ частей 
обоего рода, то на гравицф межлу обфими мфра кривизны 
обращается въ нуль. 

Ниже мы раземотримъ и табы поверхности, у воторыхь 
мёра кривизны въ каждой точк® разна вулю. 

9. Данная въ 7 параграфЪ формула для мфры кривизны 
есть простВйшая, такь какъ она содержитвь лишь 5 элемен- 
товз. НЪсколько боафе сложную формулу, изъ девяти злемен- 
тов, мы получныь, если изобразамь кривую поверхпость по 
первому способу (т. е. какъ И’ (х, у, 2) -0). Положимъ 


9” ‚ от ‚И _ 
для этого =Р’, ву" — ©, д” 
„ 0 .. 
= ©", авду = 
тавъ что 


ЯР- Рах-+ В"ду + О"ае 
40 - В’ат-- Оу + Ра 
ЧА - О”Чх + Е"ау+ Ваз 


{Сравн. 4 параграфъ). 


Но #-— т поэтому дафференцируя, полстававзевая вы, 
4Р п проч. ихъ значешя п исключая 42 помощью Рё + Оду-+ 
— В@2--0, вайдемъ 


В -(— "РР +2РВО"-_Р' ВЕ 
+ (РВР"-- 000" РОВ В) 


и аналогичяо 


В’ди = (РЕР"+ 910"_РОВ-В*Е’) ар 
+ (-— В*0'+20 8" 9'Ю)у 


откуда видишь, что 


В'Г= — В*Р'+2РЕО’—Р*В' и аналогично найдемъ 
ЕО и АИ. Подетавивь эти величаны въ формулу для & 


ХХУЙ. 


{парагр. 7), кайдеит для А симметричное выражеще 
(Р+ + 0-8 
= РОВ р -ОРЕ- 9) + В (РОВ) + 
2060 Е_ГРи+ЗРЕР" Еф”) 
ОТР "ФВ Е”). 


10. Еще болфе сложпую формулу, состозщую изъ 15 эле- 
ментовъ получимъ, если примзнизмъ второй методъ изображеня 
поверхностей (поередствохт двухъ перемфяныхь независимыхь, 
2, 8; сн.$ 4). Мы опять удержимъ прежн/я обовначеня. (Въ 
новЪйнцее время принято обозначать Гауесовы криволивейныя 
координаты буквами № ие вх, риа. Перев.} 

Мы положимъ еверхъ того 


д 22 _ 0 „9 
В а При %” бр и, 
Уд д 9  _.„ 94 
дб "В 2" дя= Увы — ба 


Введемъ еще обозначеня 


фе —-А, са — ав -В, а — С. 


а ит. д., найдем 


Вепомпивь, что а— 
Фр 


Айо-+- Вау + бат-о пи @=— 4 ат ть. 


Если теперь иранять, что 2 есть функця оть 2 ну, то 
ая в 
9: бб > 0’ 
а пзь формуль 4х - вар + 794, Фу = Фар + 994, пайдемъ 
Сар-Бах--аЧу, ОЧ-— Фо +айу и для волныхь дифф. 
&, @и пайдемъ 


9 (194) ри ва _ 196 _ 
Са — бор) Фае-ому+ @—Аа)) ый) 
и аналогично С*фи. 

Вычислихь еще (“Т. С*0, С*Г. (Вычаелене опускаемъ, 
Ноложныь дзя краткости: Перев.}. 


1) Аа +88 +Су =Б 
2) ди + В+ Су =1' 
8) Аа"-- В +бу”=РЬ" 


ххУШ 


тогда легко вычиелить, что 
ОТР — 03 = (02 — Б?) (4 — в = (рр — 13) 0* 
откуда кавонень 
._ Вр" 
= (ево 
11. Найденная формула даетъ возможность перейти къ 
другой, которая является однимъ изъ важьзйшихь предложен 
въ ученши о вривыхъ поверхностяхъ. 
Введемъ обозначена 
а ++" Е (ва = ыы ит. 4.) 
ва не =Р 
ас -@ 
4) ва +58 {+67 =т 
5) ва’ + + -т 
6) аа’ +’ с" = т" 
7) аа +08 +ву=н 
8) па Иер 
9) а’а" + В’ не" 
навонець 44° + В? +0” = Ес Е*\=А 
Исключивь изъ 1), 4) п 7) величины 8, у (пля чего 
умножаем эти соотвётетвующия уравяемя на $6——65’, О 
—с В, сВ-—60С и слатаемъ ихъ), получииъ; 
[466 — ‹5') + ас — еВ) насв —Ю 
Р\бе’ — в!) +иЦрс-— В} + ие В — 90) 


отЕуда 


Ар-аа-+атЕ— то} +а ("Е — п) и аналогично 

ВР-дАНЫвЕ — тб) +6 (ъР — #В) 

Ср=у^-е(Е — т@)--с(тЕ— Е). 

Умножая эти 8 ур. соотв. на а”, р’, у” и елагая, по- 
лучимъ 


10) р’ = (ве ВР +) Ат Е—тб) + т Е—иЕ). 
Поступая такъ же съ 2), 5) п8), найдемь АГ’-аА-+ 
+а(п’Р — тб) чаиЕ— Е) п аналогично ВО’ и С’ 
слагая о умноженуя на с’, Ди, найдемь Г’, а сочетая 
<ъ 10), получныь 
ро’ 0" (в ву" — а* — В? — Уд 
+ Ев? — пт) + Ел" — Эт’ + ти’) + бити"), 


ххх 


ЭР 


, ар" +" итд, 


Дазфе имбемъ =- р 


10 ри" 
откуда т= р и апалогачно ирли",ня’,н”. 


0196 
Напр. * = 9 р 
Сверхь того 
оды 
99 в 9 


аа" +В" — а 


РОК. ОР 106 
2 о дым В д. 

Ветазляя все это въ  (выражеше въ ковц® прошааго- 
лараграфа), вайдемь формулу, состоящую исключительно изъ 
Е,Е,@ и ихъ производныхь перваго и втораго пордковъ: 

4 (ЕЯ Е)". № 
ЗЕ де део@ о“ 
а 
94 ва бр (р ] 


9Е06'_дЕ да _ ЗЕЕ _ 
бр 04 04 др ор в 
[9806 _овЕаК 98" 
аи 1 
=: ГЕ Е 9 
— — Е? О НИ ый 
2(Еа—Е [я Зы" а] 


12. Выражеше 
Че’ ду" +42” = Еар" +2 Рад + бор" 

справедливо при всакихъ условахъ. Отсюда ясно, что 
у Бар +2 Рав’ = и 45° есть общее выражене 
для элемента дуги на кривой поверхности. 

Раземотримь на дачной поверхности два семейства ври- 
выхъ р-= (018, 9— Сон. (Черезь каждую точку (2,4) про- 
ходить, вообще говоря, одна кризая каждого семейства, Эти 


Еривыз, поэтому, играютт ту же роль ва поверхности, какую 
и декартовы прямолинейных воорданаты ва илосвоети. Уголь 


ХХХ 


« между двумя вравыми р-0093ё. и {=607$. въ данной 


0: 9х , . 
точвЗ получится (помня, что ре. 5“ = а ит. д.) 
в 


а 5+ сс 
603®— 
уУ“+и+е у ас" 

Г 
Е 


и етало быть 6050 == 


Въ чветноети, есла Р=0, то кривыя #50005 и 9 
с0%$, будуть между собою ортотональны). 

Результать, получевный въ предыдущемь ипараграфЪ, 
повазызаеть, что для вычислена м$ры кривизны мы воссе 
не нуждаемся въ копечныхь формулахъ, выражающихь го- 
ордиваты 2, у, 2, накъ фуквши перемфипыхь р, 1, во что 
для этого достаточно общаго выражешя величины элемента 
дуги Еривой, начерченной ва поверхности (линейнаго э4е- 
мента). Поважень нЪкоторыя примневя этого въ выешей 
степени важкаго предложения. 

Мы примемъ, что наша кривдя поверхность можеть быть 
разверпута на ифкоторую другую поверхность, все равно— 
кривую или же плоскую, такъ что каждой точк® первой по- 
верхности, точно опредфленной координатами 2, у, 2, е00т- 
вфтетвуеть опредфленная точка другой поверхноети, оиредф- 
ленная координатами д’, у’, &. Очевално, въ такомъ случа 
также х, у, г’ должны быть разсматриваемы ванъ фунещи 
перем$нныхъ р и 9. Отсюла дая  дугового элемента 


Уах'+аут+аг? выфемъ выражене вида. 


УЕчь’ +2 Рарй + 64? 


тдБ Е Р, С’ также фупкщи отъ ри 4. Но изъ иростого 
попат!я о развертываши одной поверхности ва лругую пыте- 
ваетъ, что элементы, соотвьтетвующе другъ другу на обфихъ 
поверхностяхь, необходимо равны межлу собою, и что стало 
быть уравнешя В= Е, Р=Ё’, 6 = @’ должны уловлетворать- 
ся тождественно. Итавт, формула прошедшаго параграфа (вы- 
ражающая А посредствомь В (, Е и ихъ производныхь) 
приводить къ сафдующей необычайно важной теорем: 

Есан кривая повертность развернута на любую иную 
зовертность, то при этомг мира кривизны в5 любой точь 
остается неизмънной. 


хх 


Очевидно, каждая колечная часть кривой поверхности 
послВ развертыван я ва другую поверхность сохранить туже 
полную кривизну. Особый случай, которым до-сихь-норъ тео- 
метры ограничиваля свои изсафлованя, образують поверхно- 
етя, развертываемыя па язлоскость, Нана теор даетъ непо- 
срелственно для такихъ поверхностей мфру кравизшы въ 
хюбой точкф разпую нулю, и поэтому для пихъ, есля выра- 
знть их$ уравненя по третьему сиособу (2=фунешя оть # 
Е 5) всюду имбенъ 
9 * 


99 бо 


Притеруй давно извфетный, по ло сихь поръ, но ваше- 
ху мнфию, строго не доказанный. 


13. Выведенное въ предыдущемь $ предложене приво- 
дить Еъ разсмотрфню кривыхъ поверхностей съ новой точка 
зрёвя, вотораа заслуживаеть со стороны геометрояъ самаго 
тщательнаго изсадованы, Есдн мы пменио будемъ разематри- 
заль поверхностя пе какЪ границы тёлъ, по вакф тёла, у 
воторыхь одяо изъ измБренй безконечно мало и которыя 
сверхт того вполнВ габки, но не растяжимы, 1% свойства по- 
зерхности частью зависятъ оть формы, принятой ею въ дан- 
ный моменть, частью же абеводютны, т.е. остаются пензыфн- 
пыхи, кабъ бы ее ни согнуть. Въ поелфщивмь свойствамъ, 
изучеве воторыхь отврываеть для геометрии позое плодотвор- 
яое поле, принадлежать мфра кривизны и полная кривизна 
вЪ томъ смыслЬ, вакъ эти выражена нами установлены; да- 
лфе сюда принздлежить учене о крахчайшахь линяхъ п Еое 
что иное, какъ мы раземотрихъ поздиЪе. При такой точк® 
зр5в плоскость и развертывземыя на плоскость поверхности, 
какъ напр., цилинлръ, конусъ, разсматриваются какъ суще- 
ственно одинаковых. Настоящей исходной точкой для общаго 
выраженя поверхности при такой точкЪ зрфвя является фор- 
мула УЕар” + 2Еар + @44', которая выражаоть зависи- 
мость элемента дуги оть лвухъ вспомогательныхь перем н- 
ныхь; но прежде, чЪмъ идти лалфе, мы предпошлемь теорю 
вратчайшихь (геодезическияхь) лин ва данной поверхноста. 

14. Пространственная кривая вообще задается такъ, что 
воордияаты, соотвфтетвенныя отлфльнымь тозкамт, изобра- 
жаются какъ функти одной перемфнной, которую мы обозна- 
чимъ буквою +. Длина такой лини отъ произвольной началь- 
ной точки до точки 2, У, 2 выразится интегралоиъ 


›9:9481 


Иа" (а (4) 
40 (=) = (-— (=). 
} У (вы +2 
Если мы теперь примемтъ, что положен ю кривой яспыты- 
заеть безвонечио малое изм5нене—такъ. что координаты от- 


дёльныхь точевъ изыфнатся на фт, ду, дз, то изыфнеше всей 
ат. т-+ 4у.9ду-+ 42.90 


ау" 42” 


двины ластъ выражеще | 


или, интегрируя по частамъ, хастъ 


42. +.... г Е 
уае= оу... 


Если наша линз есть кратчайшая между снонми конеч- 
ными точками, то, Бавъ извЪетно, похъинтегральное выраже- 
ве должно 0. Если лия должна при этомъ лежать на дан- 
ной поверхности, выраженной дифф. уравнешемъ 


Ех + Оду + Ваг = 9, 


то тавже варащи 05,.... должны удовлетворять уравие- 

но Рбх + ...., откуда выводимъ, что дифферепщалы 
Е . 

4. и т. д соотвьтственно пропорщенальны Р 

Уч" +... 


итд 
Пусть даяфе будеть 4" элементь кривой, ^ точка на вспо- 
мотательной шаровой поверхности, изображающая направлене 
этого элемента, Г, точка шаровой поверхности, изображающая 
направлеше кормали въ кривой поверхности, накопець #, у, 


2 координаты точки ^ иХ, У, 2 воорд. №, ве отнесен- 
ныя къ центру шара. Тогда имфехъ 42. @г и проч., от- 
а. 


итд. ивъ силу Р:0:В-Х:У:2 


Легко вирочемъь увидёть, что УЕ +.. малой дугв 
на шаровой поверхности, изыфряющей уголь между направле- 
вами васательныхь въ начадф и въ концф элемента 4’, и 

4" 


поэтом 


‚ тд о есть радуеъ кривязкы вратчайшей лини 


о 
въ соотвфтетвенной точе%. 
Итзкъ, имфемь 0,4: -=Х. 4 ит. д. 


ХххХШ 


15. Примемъ, что на кравой поверхности изъ данной точки 
„А исходятъ безчисленныя кратзайпия ланш, отлачающиея 
между собою угломъ, состаплевпымъ первымъ элементомъ каж- 
дой изъ нахъ съ первымъ элементомъ ОлНОЙ ИЗЪ НаХЪ, при- 
кятой за начальную. Пусть будеть фо этотъ уголь или даже, 
извъствая фунеа этого угла, далфе у плана одной такой 
кратчайшей ланш отъ точки А до точки х, у, 2. Такъ кадъ 
тенерь опрелЗленнымъ значе амъ перемфаныхь г, ф соотвЪт- 
ствуютъ опредфленныя точен поверхности, 10 мы ножемъ при- 
нять координаты 2, у, 2 за фунюи отъ #, ф. Обозначешя 
УЪеЬнь Х, У, 2 оставимъ съ тЁмь, 910 ови относзтся 
неограниченно къ неопредфленвой точкё любой изъ кратчай- 
шихъ линИЙ, 

Веф кратчайлия разной длины › достигнуть нёкоторой 
ини, длову которой, отечитываемую отъ пройзвольной нв- 
чальной точки пазовемт чрезъ ®. Тогла © можно разематри- 
зать какъ фупкцию оть лиф, и есля мы вазовемь чрезъ 
^ тр точву ва шаровой поверхности, которой соотвфтствуеть 


р 


налравяеше элемента 40, также чрезъ , ;’, 2’ координаты 


. 8. 
этой точки, отнесенный въ центру шара, то получеиь „= 


р 
% 9х . 

=#. < ит.д. откуда вмфеть въ = & получииь 
д» р 

9х д% ‚ 9 

= де: = + — 

ть + = 


Казовемъ первую часть уравнения (функцию отр ки $} 
трезъ 5. Дифференцируя по 7, получамъ 


9=\ 

19 9) +..., 
+5 9 — 
иж... 

9 


д 
109т0му 5, отъ этого выраже- 
рр 


. . 9 _Х 
язя — 0; ели о рад. крив. лини 9, 10 „= и т. х. По- 
этому 
95 _1 „ 9 1 5, 98 
(ХЕ... = 008 РА. 2-0 
оч. 97а 9 


ибо ^ лежать на большомъ круг св полюсомъ Г. 
3 


29:9. 46 


Итавъ, 8 не зависить отъ х и есть функщя одного ф. 
Но для г=0 имфемь 9=0 и о = 0, значить 5=0 и неза- 
90°. 


виснть оть ф. Итакъ, вообще, б=0 и АА 

Въ результатВ имфемъ теорему: 

Если ка кривой поверхности изъ той же начальной точки 
провести кратчайпйя лин?я равной длины, то ляня, соеди- 
няющая ихъ оконечности, пернендивулярна ко вефиь этамъ 
лиН1аМт. 

Мы вывели это предложене изъ оеловного свойства крат- 
чайшей лин. Но его можно провфрить и безь вычиелешя 
слфх. разсужденемъ. Пусть будуть АВ, АВ’ дв кратчайшя 
лия одинаковой ДЛИНЫ, завлючеющуя” между собою безко- 
нечно малый уголь при ’А. Примемъ, что одинф изъ двухъ 
угловь, которые образуеть элементь ВВ’ еь лазии ВА, 
ВА, различается на конечную величину отЪ прямого угла, 
тогда по завону пепрерывности, одинъ изъ двухъ угловъ бу- 
деть болфе, другой менфе прямого. Нримемъ, что уголь при 
В равенъ 90°—62. Опредфлииь на лиши ВА туточву С, для 


ВВ 
которой Вт. Тогда, такъ вакъ безконечно малый тре- 


угольникъ ВВ’'С можеть быть разсматриваемъ какъ илостй, 
имфемъ СВ’ - ВС. с056з и стало быть 


А+ СВ'= АС+ВС. с036 = АВ--ВС(1— 60862) 


—АВ’—В0(1 — 60562), т. е. путь изъ А въ В’ чрезъ С’ во- 
роче кратчайшей лаши, что нелфпо. 

16. Съ предложешемъ предыдущаго $ соедянимъ другое, 
которое выскажемъ слЬд. образомъ. Еели на кривой поверх- 
кости вообразимъ любую линтю, и изъ ея отхфльныхь точекь 
проведемъ подъ прамыми углами и въ ту же сторону безчис- 
зенныя вкратчайпшия ливи равной длины, то кривал, соеди- 
няющая вхъ друмя конечныя точки, переефчеть и эти ли- 
и подъ прямыми углами. Для доказательства достаточно въ 
предыдущекъ изыфнить лишь т0, что ф теперь обозначаеть 
длину данной кривой, считая отъ произвольной точки или 
функцию этой длины. Тогда вее предыдущее врно, причемъ 
на этоть разъ уравн, б = © прих= 0 вытекаеть изъ са- 
мого предположен!я. Впрочемъ, это второе предложене анфетъ 
болфе общ характеръ, чфмъ предыдущее, которое можно 
считать даже содержащимся въ немъ, если только принять за 
данную лию безконечно малый кругь, описанный вокругь 
А. Навонець, зам тимъ, что и здёеь геожетричесыя сообра- 
женя могутъ замфнить вычислена. 


Ххху 


17. Возвратимея къ формуль 
УРарт--3 Ара + бат, 
которая выранаеть, безъ веякаго ограничен, дзину элемента 
дуга на кривой поверхлостя, и изслфдуенъ геометрическое 
значене коэффищептовь 2, Р, С. Въ $ 5 уже было зам%- 
чено, что на кривой поверхности можно прелетавьть себВ двЪ 
састемы линй,— одну, для которой отдЪльнымъ ливямъ с00т- 
вЪтетвуеть 4=(0013{., т. е. только р измфняется; тогла какъ 
дла другой системы р-— Сон5ё, & 9 измняетея отъ ля въ 
лини. Произвольная точка поверхности можетт быть разсма- 
триваема кавъ пересфчене одной азъ лин первой системы 
съ одной изъ лиНЙ второй сястены; и тогда элементь дуги 
иервой пеходящей изъ данной точки лавя, соотв тетвующ 


измфненно р на 4р, равень У. @р; элементь яторой, с0- 
отабтствующй 49, будеть ИЯ. 44. 

Озналая чрезъ 6 уголф иежлу этимя элементами, найлемъ 

Г 
Ува” 
лелограмма“, т. е. поверхности, ограниченной двумя зинями 
первой системы, соотвфтетвующими 4 и 44 и двумя— 
второй, соотафтетвующими рн р -+ 4, булеть 
У ЕСГ. ар. ар. 

Произвольная дин!я на поверхвости, не пранадлежащая ня 
ЕЪ ОЛНОЙй изъ этихъ двухъ системъ, получится, если будемь 
разематривать р но вакъ фузышиа новой перемфнной ила же 
одиу изъ двухь какъ функцио хругой. Пусть $ длина такой 
кривой, отсчитываемзя отъ проязвольной начальной точки и 
«читаемая положительною произвольно въ вавую-19860 сторону. 
Пусть будеть @ уголь между элемевтомь @ -- У Вар’ + 
и ланей первой системы, проведенной чрезъ начальвую точку 
элемента; в0 избЪжане неопредВлениости, всегда будемъ от- 
считывать ототь угохжь отъ стороны той зави, по которой 
зиаченя р возрастають п будемъ считать его позожительнымь 
зъ стороку возрастании значенй 9. ШослЪ этого легко ви- 
дЬть, что 


©0862 = Поэтому содержан!е криволинейнаго „парал- 


050. = УЕ. ар + УЕ. сов. а -— Рр+ЕИ, 


УЕС-*. 


зв. 43 = У @. зто. = УЕ 


ххх 


Теперь вайденъ условна, чтобы эта лишя была вратчай- 
шею. Тавъ как длина 3 = у Бар? +...., то усломе 


минимума требуетъ, чтобы при безконечно маломь измфнен!и. 
положены лини, происходящая оть этого варйащя была -= 0. 
БВеето проще хля вычисленя принать р 3& фуввшю оть 9. 
Тогда, обозначая варщию харавтеристикою 6, найдемт 
Рае 3 Фра бов" } вр + (2 Еар+- Радар 


Гр 
#&- [ . а 
[ар 
Ер-+- Ри т р +. >. ар-+- Ри 
=“ вр | %.| 5 а ( Ч )[. 


Подъинтегральное выражен!е должно независимо отф др. 
быть 0, поэтому 


= 24.4 УЕ. соо п 24.8.И Езт9 


РН арзУБОР". м. 


ЕЕ р, 

Е др 
ютвуда сад. условное ураввен!е для кратчайтей:; 
УЕа-- ар _ 1 РЕ 1 РОЕ 

Еб— В". 40 а др зам Ч 

9Р 


и) УЕб-Р: 44.49, 


Или таке: 
УЕ. 4-1 Рак + 5 4. 


БВирочемъ съ помощью 


в Е Ро 


УЕБб—Р' 4 Уве 


ХХХУЙ 


можно исключить уголь 9 и найти дифф. ур. между риа, 
но оо слишЕОМЪ СЛОЖНО. 

19. Обийя формуяы для мёры врявизны и для изм неня 
ватравленя кратчайшей лини (58 11.и 18) становятся гораздо 
проще, если величины р и 4 избравы такъ, чго лини первой 
<истемы всюду пересВкаютъ лин!и второй сястемы перпенди- 
хулярно, т.е. сели всегда 2-—90° или Р=0. ДБйствительно, 
‘тогда имфемъ для мры кривизны 


деве = В +Е 8)” + а 9Е Зв -а (22)* 


и др бр Я 
бк. да 
286 (а тар), 
& для измфненя угла 9 
Уха + 98 104 
26.48 = и®- Я» 


Изь различныхь случаевъ, когда выполняется это услоне 
ортогональности, первое м®сто занимаеть случай, когда ве® 
лини одной изъ двухь системь, напр. первой, —кралчайпия 
лини. Здфесь для постояннаго 9 уголь 6=0 и предыдущее 
уравнен!е для изифневя угла @ показываеть поэтому, что 
и- 0, те. Е не зависить оть 4. Стало быть Е либо но- 
стовано, либо есть функщя оть одного р. Проще всего, избрать 
зысто р длину лаши первой системы и отечитывать се, если 
вс$ хини нервой системы сходятся въ одной точвф, отъ этой 
точки или, если нёть общей точки пересфчения, то оть яюбой 
лини второй системы. Изъ этихъ положен ясно, что теперь 
риф обозначають то же, что раньше ($$ 15, 16) гиф, и 
что Ё-=1, и предыдущая формулы даютъ 


ь— (96) оса 

49% 4») 2 
Уве 

в полагая Уж, ее. в-—* м. 


Вообще говоря, в есть функшя отъф и 4, аа выра- 
жене для элемента дуги ланн второй сястекы. 

Но въ особомъ случаВ, когда всё лини р исходять изъ 
‘одной и той же точки, очевадно должны имфть для р = 0 


ХХХУП! 


также т = 0; если даяфе въ этомъ случаф взбрать въ. роли 
4 самый узолё, образуемый первымъ олементомь любой лание 
первой системы съ первымъ злементомъ второй, произвольно. 
избранной лин, то дла безконечно малато вначешя р эле- 
менть лини второй системы (линно эту мы можешь тогда. 
принать за кругь, описанный радусомъ 2) будеть рёй в по- 
этому для безвонечно малаго р будемъ амфть также т = р. 
Отало быть для р = 0 получимь единовременно % = 0 я- 
дт 

2—1, 

20. На время удержвыъ еще то же прехположен!е, 8 имено, 
что р озвачаеть даину кратчайшей лита, проведенной изъ 
опредёленной точви А опредфяенной точки поверхности, & 9 
уголь, образуемый первымъ элементомъ этой ли съ пер- 
зынъ же элементомь любой иной исходящей изъ 4 вратчай- 
шей лени. Пусть будеть В опредъленная точка на лини, для 
хоторой 9=0, и С другая опредфленная точка поверхноети, 
причемь для этой точки С’ значене 4 пусть будеть равно 4. 
Точки Ви пусть будуть соединены пратчайшней линей; 
кюбой ея отрфзокъ, отсчитываемый оть В, какъ въ $ 18, пусть 
будеть обозначенъ чрезъ 3, и точно тавже кажь тамъ, пусть 
@ есть уголь, образуемый кзвимъ бы то ни было олементомъ- 
9: съар. Наконещь, пуеть будуть 9°иб’ значеша угла @ въ 
точвахь В и С. Тогда имфемъ на вривой поверхности, огра- 
ниченаой кратчайшими линиями, треугольник, а изъ угловь 
при Ви. С, которые обозначимъ этими же букзами, первый 
будеть дополнеемь @9° до 180°, второй будетъ не что иное, 
какъ самое 6’. Но обозначая углы не въ градусахь, а въ чис- 
лехь, причемв уголъ въ 57°17'45” принять за едннину (дла 
тТьЕого угла имВемъ дугу равную радгусу), получиит, если Эл 
обозвачветь полную окружность вруга, 

9°=л—В, 9'=0. 

Опредфлимъ теперь яолную кривизну (ептузбига ицеста) 
этого треугольника. Она есть ао, если 40 элементъ позерх- 
ности треугольника. Но тан вакъ ототЪ элементь выражается 


чрезь мара, то надо вычислить двойной интеграль | Года, 
распространенный из всю поверхность треугольника. Интегри- 
з 
руя сначаза пор, увидамь, такъ кавъ {= — — С, 
т ор 
дт. 
(постоявная — 97) есть полная крявизиа поверхности, лежа 


что 44 


ххх 


щей между прямыми первой системы, которымъ соотвтетву- 
ютъ значення 4 н4-+ 94. Но такъ кавъ эта полная кри- 
визна должна — @ для р = ©, то интегращонвая постоянная 


должна быть равна значеню г для р-0, т. е.=1. Итакъ, 


предыдупий результать даетъь 49а (1 — м, тдь выфето ыы 


надо взять звачеше, принадлежащее находящейся на лавы 
ВС границ разсматриваемой дитерхности. Но иа этой ян- 


ни имфемь по предыдущему др 9 44 = — 49, везЪдетые 


чего наше выражене  перейдеть въ 94-48. Но такъ вакь 
яыфемъ еще другое интеграроване отъ 4 — 0 © = 4, то 
полная кривизна треугольника, будеть 


= А+0-—0°=А+ВчО м. 


Полная кривизна равна содержаню човерхности той части 
вепомогательнаго шара, которая соотвфтетвуетъ треугольнику, 
и притомь съ--или—>, смотря по тому, будетъ ли позерх- 
вость, на которой находится треугольшивъ, вогнуто - воввутой 
или вогнуто - выпуклой. За едивицу поверхноети при этомъ 
сафдуеть принять квадрат» съ сторовою, равною`1 (т. е. рав- 
ною радуеу шара), причемъ полная поверхность шара равна 
4л. Такимъ образомъ, та чаеть шаровой поверхности, которая 
соотвфтетвуеть треугольпику, отчоситея въ поверхности цё- 
лаго шара, кавъ -- (А+-В+0—7п) въ 4т. Это предложеше, 
безъ сомифия принадлежащее къ числу изящайшихь въ те- 
ори поверхностей, можеть быть высказано еще такъ: 

'Избытовъ суммы угловъ треугольника, составленваго изъ 
кралзайшихь лин па вотнуто - вогвутой поверхности валъ 
180° или недостаток этой сумны ло 180° въ треугольнаЕ 
изъ вратчайшихь лин на вогнуто - выпуклой поверхности 
изифряется содержанемь той части шаровой поверхвости, во. 
торая соотвЪтетвуеть этому треугольнику при азображени 
поередетвомь соотвфтетнейно направленныхь вормалей, есле 
привять всю поверхность шара = 730%. 

Это можно обобщить ва любой многоугольникъ 065 # 
сторонахъ, изъ которыхь кажлая есть кратчавшан лишя. Въ 
каждомъ такомъ я угольник®, смотря по роду кривизны по- 
верхности, избытокъ суммы угловъ надъ 29—4 прахыми вли 
недостаток да 2#—4 прямыхт, будетъ равень содержав!ю по- 
верхности соотвфтетвеннаго ему многоугольнаел на тарЪ, если 
полвая поверхность шара принята за 720°. Это получается 


Хх 


непосредственно изъ предылущаго предложевшя путемъ разло- 
женя многоугольника на треугольники. 

21. Геперь вновь возвратимь знакамъ р, 4, Е, №, @, © 
ихь общя значеня; затёмъ примемъ, что разематраваемая по- 
верхность можеть быть опредфлена еще инымъ образом дву- 
мя перенфнвыми р’, 9', причемь элемент дуги выразится че- 
рез УРар"-+2Рар’а’+ 6'94°. Тосла каждой точк поверх- 
ности, данной опредфленными значенями перемфяныхь ^ р, 4, 
правадлежеть опредфленныя зваченя р’, 4', почему эта по- 
слфдыя тавже являются фунншамя р и 9. Пусть имфемъ 


@р'— пар + Ва 
99'= уар+ 649 


Ищемъ геометрическое значеше козффищентовь д,6,у,д: 

Съ этой дёлью принимземъ во впимвие четыре састемы 
лин я& кривой поверхности, лля которыхъ соотвьтетвенво 
4. #, В’, 4 постоянны. Если вообразимъ чрезь опредфлеяную 
точку, воторой принадлежать значеня р, 7, 2’, 9’ перем®н- 
выхь, четыре лини, изъ которыхъ каждая прянадлежить од- 
пой изъ 4 системъ, то подожительныя приращемя @р и проч. 
дадуть соотвфтетвенные элементы линй УЁр, Уба4, УЕар, 
Уд’. аш. Углы, образовавные ваправлевями этихъ элемен- 
товъ съ произвольно избраннымь постоаннымь направлешемь, 
пуеть будуть М, №, М’, №, причемъ углы прянимаются кавъ 
возрастающие въ ту сторону, съ которой находится второй 
элементь относительно первато, тавъ что вт(М— М} ееть ве- 
личина положительная. Сзерхъ того’ (что всегда возможно) 
примемт, что четвертый элемеять иметь такое же положе- 
те относительно третъяго, такъ что тавже эш(М№ — №) велп- 
чина положительная, Если посл всего этого вообразимь вто- 
рую точку, безвовечно близную къ первой, и воторой соот- 
лЬтетвують значення у +@р и т. д. ’+4Т, то легко увидфть, 
что, вообще, т. е. независимо отъ значейй праращей Фр, 
4, ар’, 94’ будемъ ныёть 


УЕ. ар. зи. М + Иа. @4 .5тМ 
=И Ра’. т М" +У 6’. 44. зт№ 


Оба эти выраженя вВдь не что иное, какъ разстояве но- 
вой ТОЧЕИ ОТЪ ТОЙ ляНш, отъ которой отечитываются вс 
вышеназванные углы. Имфемъ по предыдущему обозначению 
М— М=®. Аналогично пусть №М— Мс’ и сверхь того 
пусть №-М’- р. Тотда получимъ: 


хы 


УЕ. ар. зи(М—ю+)+Уб. 4 .зщ(М' +) 
=УЕ. ар’. зп М'+- ГОТ. 44’. зщ(М' +62) 
или еще: 
УЕ. ар. зи (№М--©—'+у) +И@. 44. т(М-— +4) 
=УЕ'. арзи(М№— в) + И. 44’. вым. 

Но такъ какъ ото уравлене, очевидно, независйхо отъ 
яаправленя, то послфднее можно избрать произвольно. Если, 
поэтому, положить во второй форм равенства №=0 или въ 
первой ДР-0, то получимъ уравненя 
Ув’. зто’. УЕ. вп +69). 4р+УИЯ ани) . 44 

Ув. зо. =УЕзицу—в) .ар+И@. пир. 

и эти уравнен!я дають, такъ какъ они должны быть тожде- 
ственны съ @у’= 24+ ва, 4а= = ур +99, подлежалие оп- 


`редфженио кооффищенты а, д, у, д, напр. д= уг. зи 


это’ 


Е 
Соединяя съ уравнешяии с0302= -— и т. д., найденф 
я УТЕС 


оУЕ" УЕ@! . вт(о+ в") 
АИЕб—Р"- У’. внкси—ч) 
УТЕб— Е*-УЕЕ зу) 
ЗУЕа—Р"-УСЕ ви 
Но отъ подстановки @р — хр + дал, 94’ = бра трех- 
членъ Рар"” +... долженъ перейти въ Вар’+ Поэтому 
Еб-Р (ЕР (4д— Ву). 
Обратно, второй переть въ первый посредетвомъ под- 
<тановкЕ 
(ад—вудар-дар Ва 
(ид —ву)4а- уд ав 


А поэтому имфемъ форьулы 


Е8*—2 Рав + ба* = 


ЕВЕ 


ХЕ 


22. Сдфлаемъ ближайшее примфнен!е общаго изелдова- 
вм ирошааго параграфа. Пусть р, 9 сохранать общее значе- 
не, а’, Ф пусть будуть величины, обозначенный въ $ 15 
чрезъ 7, ф. Сохравимъ эти буквы тажъ, что для ЕЗЕДОЙ точ- 
ви поверхности у есть кратчайшее раястоян!е данной точки 
оть в®которой опредфленной точки, а ф уголъ, который обра- 
зуеть первый элементь лини ” съ нфкоторымь постояянымь 
ваправленемь. Тога Е—1, №0, 5’ 90*. 

Сверхъ того пуеть Уб’-т, тавъ что любой влемевть 
дуги = Уд" т" р°. 

Изъ 4 урави. предыдущаго изратрафа для @, д, 6 
вифемъ 


1) УЕ. со$(&—у)-"”; 2) У@. созу = ея 


ра 
др’ 

: с 8 
3 УЕ. зу 6) = то 4) Уд. пт - 


Но послёднее и предпослёдпее уравневе предыдущаго 
параграфа дадуть (см. формулы въ концф $ 21} 


5 бб" Е" а Ы +6 ©)" 
в 9. 
9 Ра (7—6) 


Изъ этихь уравнен!й можно опредёлить величины 7,фи 
и, если чадо, 9 поередствомъ р ид. ДЬйетвительно, интегри- 
ровав!е уравн. 5) даетъ 7, & знал т, питегрируемъ уравнеше 
6) и получимь ф, затВмтъ изъ уравиеня 1) цян изъ 2) вай- 
демъ р, наконець, изъ 3) и 4) найдемь я. 

Общее ивтегрировые уравнен!й 5) и 6} должно непре- 
ыфнно дать дв® произвольные Функция; зиачеше ихъ легко 
найдется, если примемъ во внимаве, что эти уравневя при- 
ифнимы ие только къ разобранному слузаю, 50 точно также 
годетея, когда ги ф ваты въ общемъ емыслЬ, придавномъ 
имъ $ 16, такъ что г веть хлина кратчайшей ант, прове- 
денной перпендикулярно къ опредфленной, данвой, во, вообще, 
произлольной крязой, & ф есть произвольная функщя дланы 
той части этой кривой, Боторая ваходится между неопредё- 
ленной кратчайшей линей и опредфленною, но произвольною 
точкою. Общее рёшене должно, вонечве, оставить неопредф- 
леннымь все это, и произвольныя функщи лашь тогда пере- 
ходять въ опредфленныя, когда эта произвольная кривая и та, 


ХЕ 


фуввщя ея частей, которую мы обозначили чрезь ф, прина- 
мають заранфе предписапкыя зпачешя. Въ нашемъ случаь 
выфсто кривой слёдуетъ взять безконечно малый кругъ, центръ 
хотораго ваходится въ точеф, отЪ которой отечитываютея хли- 
ны г, а ф обозначает» дуги этого круга, дфленныя на рад]- 
уеъ. Отеюда легко вывести, что уравненя 65) и 6) совершен- 
но достаточвы для пашего случая, если мы распорядамся вефмъ 
тЪытъ, что остается неопредфлевнымь, такямъ образомъ, чтобы 
тиф соотвфтетвовали для надпей начальной точки п для без- 
конечно близкихь къ ней вышеприведевнымь усломямт. 

Что вообще касается интегрировьн!я уравнеайй 5) и 6), 
то, кавъ павфетно, его можно привести въ витегрированио. 
обыкновенныеь дифферевщальныхь уравнешй. Но эти послВд- 
в1я большею частью тавъ запутаны, что отсюда не происхо- 
дить большой пользы. Наобороть, разложене въ рахы, совер- 
шенно достаточное для практическихь потребностей, пока не 
хдеть рЪчь о слишкомъ большихъ частяхь поверхности, не 
представляеть трудностей, и съ помощью его наши формулы 
являютея источникомь для рёшев!я мпогихь весьма важныхь. 
задачь. Мы ограначимея однимъ прамфромь, чтобы выяснить 
харавтеръ метода. 

23. Раземотримъ случай, когда веф лини, для которыхъ 
# — 0отз., суть вралчайция, которыя пересёкають линйю, 
опредфленную условшень ф-0 (нфвоторымъ образомъ ось аб- 
сциесъ) подъ прамыми углами, Пусть будеть А точка, для 
которой 7—0, № неопредфленвая точка на оси абещиесъ, 
АР=р, В неопредфлениая точка на кратчайшей лини, сто- 
змей | и АР вь О, и ВР-4, такъ что р есть родь аб- 
сциссы, 4 родъ ординаты точки В. 

Беренъ абсциссы положительныхя на той вфтвя ихъ оеи, 
которой соотвфтствуеть ф-=0, г всегда считаенъ >>0. Орди- 
наты беремъ >0 ва той сторовЪ, куда ростеть ф отБ 0 ло 
80°. 

По $ 16 инфенъь ©=90°, Р-0, @=1, 

Зафсь полагавмь УВ и. 

Тогда м есть функцы риф и такая, которая =1 дах 
4—0, Пранфнеше формузы $ 18 къ нашену случаю показы. 
ваетъ, что для всякой кратчайшей лишая 


бы 

20-4 

2" “Р 
если @ обозначаеть уголь между элешентомь пратчайшей зи- 
ви и т$мъ элемевтомъ кривой, для которато 9 = Сом. Но, 


ХУ 


тавъ вакъ ось абсцисеъ сама есть вратчайшая лая и для 
дв 
нея веюду 0—0, то лено, 910 дая 9=0 вездь ж- 0. Отею- 


да выводимъ, что если я разложено въ радь по возраст, сте- 
пенамъ 4, то радъ этотъ имфеть видъ 


2=14/?4 99° +.. 
11$ 7,9, й... фунвщи отъ р. Полагаенъ 


Ри И О 
9=У+оР+... 
ВЕК Р+.. 5 


откуда п-1+/,4*+/.29°+[2'4'+ 
бат .. 
+89“ +., 


24. Уравнешя $ 23 даютъ въ нашемъ случа 


пани = >, сову = опор = то, ву = ы 
9107" иде др, дер 
п' "*(} + 55} › Е —0. 


С» помощью этихь уравненЙ, изъ которыхъ патое и ше-. 
<тое уже заключаются въ другихь, можно вывести рады для 
х, ф, +, т или для любыхь фувеЦШ этихъ величинъ. Выве- 
демъ нфкоторые изъ отахь рядовъ. 

Тавъ кажъ для безконечно малыхь ри 9 долины имть 
+= р’+9°, то рядъ для "* начнется съ члена р’+0% члены 
высшихъ порядковь получамъ по методу неопредфленныхь во- 
эффищентовь съ помощью уравнены 


Получинъ 


дз, 8 } 9 _ 4 
Пир" 51.99 + 50.8'4' + (5. 9 


1 7 
= + 59.279" + т 


(а, —' 2" 


ху 


з 
Изъ формулы "зпир = ыы В р получемъ дале 
2) ишр= —1 Е в (1 +8 2 
№ = р— 3/24" —1/.2'9* — (5), +45). 24 
1 зв 
—5 921 — 59.24 


. 3 8 
А-а 


И и тво вайлемь 
р, бл бла 
8) усов = 9+ 5/Р'4 + 5.2" + (5 Ау," ) а 


3 таз + За ра? 
+909 + Ра 


ВифетВ съ тЪмъ опредфленъ уголь зр. Точно также для 
вычисленя угла ф цлесообразнфе всего взять рады для 7605ф 
н шо. 

Для этого служать частных дифф. ураввевя *): 


Фо) = псозфенну то, 


= с0зфе0бу-—75Шф . 


9 (эф) 
др 
9{уз1ф) 
94 


= пзшфенир--7008ф . 


22 313 28 313 


= ифеову +7005ф. 


пез. а зи 0. 


Комбинащя ихъ даетъ: 


7 ори 


} 
я д +7009. 


о = 7с0зф 


1 Такъ х всегда обознвчая зыражене, обыхыовенно обозничвехое 
чдвфф. ур. съ частными производными». п. 
рев, 


ХГУ 


эту , 9 (уф) тов, 9 


ЗН, 
р 85 ы 


Отсюда выводимъ ряды для 7с08, узт9; первые члены 
нхъ, очевидно, суть соотвфтетвенно 2, 4. Получемь 


2 8) 
4) исовф = р-+ 3.69 + 5." + ... 
1 з 
=5%24 +... 
. 1. 1 
5) уутфр-4- 3/.2'9—0/.29—.. 
А 
ие... 


Изь 2), 3), 4) и 5) можно было бы вывести радь для 
тсоз(ф-+ р), а изъ вего, дЪля на 1), радъ лая с05(ф+ф) и 
изъ посаёдняго рядъ для угла уф. Но изящифе сяфлуюний 
©10собъ. Дифферезцируя первое и второе ур. (вЪ начал это- 
го 8), получимь 


9 


у 
зао +исону. + эту —0. 


Г 


Соединивь съ уравнешемъ 


9 1,9 _ 
псов тп, =0 
получимъ 
узор ди пФ ОФ) 9-9) 
ет в `` +7505 . 9 =0 


Ивъ этого уравнешя можемъ помощью метода пеопредф- 
ленныхь коэффищентовь легко вызеети рядь для ‘у--ф, ели 
примемнъ во внимане, что первый его эленъ есть эл, прини- 
мая рамуеъ-=1, а 2л =овружности круга. Найдемъ 


я 


РР 
6) +5124 - 5.9... 
— 4.29*—... 


Стоить трула найти также радь, выраваюний площадь 
тр-ва АВС, Дан этого служить условное уравнеше, легко вы- 


ХГУ 


водящееся изъ гоометрическихь соображенй, въ которомь 5 
обозначаеть искомое содержаше площади: 
узиф 05 [ 

9$ + г. 


А 


я 


Ивтегращя начинается съ 9-0. Отсюда по методу не- 
хпредленныхь коэффищептовь найдем 


4 1 
5 541 


ПРИ 
7—1824 р 4“ 


Тр 
РРР 


Ни 2'4”— 
ПРИ 
—16989— .. 


25. Отъ общихь формулъ прошлато $, отвосащихея въ 
прямоугольному тр-ку, соетавленному изъ кратзайшихь ли- 
эй, перейдемь кь формуламъ для треугольниковъ вообще. 
Пусть будеть О другая точка ва той же кратчайшей лини 
ФВ. и лля пея оставь р какъ прежде, и пусть 4’, м, $’, 
4, 5’ обозпачають то же, 170 4, 7,...0. 9 для В. Поду- 
чимъ тр-къь АБО, еъ сторонами а, $, с и поверхностью 6 
м%ра кривизны въ 4, В, С’ пусть будегь соотвётственно ©, 
в, у. Предположамь еще, что всегда допустимо, что р,4,94— 
4>0, ола Афр, ВЫ, О-ЯШ—у, а—=9—@, 0, 
с=х, 60=8—5', Прежде всего разложямъ въ ралъ содержаше 
поверхности 6. Если въ 7} замфнимтъ величины, относячияея 
къ В, тфыи, которыя отвоеятея къ С, то получимь формулу 
Для 5, изъ которой найденъ, вычисляя до величанъ шестого 
порадЕа 


б-р хи» +9 +99 +9) 
— ор" +19" Я 799+ 19°) 


1 ана 
— 50449) бра +4 


} 


Съ помощью ряда 2), лающаго сз В = рп _ 56 —.. 
найдемь 


ЯвУШ 


1 В 1 
с заст В . {1 5-м +1) ....} 
Мра кривизны для каждой точки поверхноети (по $ 19 
р __ 1 0 __ _ 27+ 699+. _ 
заань п, 4, р вето т, р, 9) — — И уд 
= — 2/69 —.... 


Но тавъ канъ р, 9 относятся къ точкЪ В, то 

В АИ —в04 —.... 

у—— 2—2 699 — .... 

а=—ж 

Ветавивъ эти мфры кривизны въ радъ для 0, найденъ до 
членовъ 6 порядка (оканчивая 5-мъ), взявр ре нЕ Б и проч. 


б= 1 ас т В | + ра в(3а* + 4с—9ас с0з В) 


В р 
+ 1039" +3612 ас сов В) 


1 ? #_ ] 
+ 135744 +36'—9 ас 008 В), 
Изъ этого уравн. исчезло все, относящееся къ лини... 


Поэтому можно обифнять точки 4, В, С и все, что къ 
ниыъ относится, и получимь съ тою же точностью 


в : бет В {1 + ‚ а(35* + 36°— 12460084) 


4 — 
+ о В(36 + 4е*— 9660084) 


+5 746+ 3е *—9%осови 


в(3а* + 46" 9а6008С} 


а. 
5 забвто {1 + +55 


+5 В(4а*+- 35° —9а50080}} 


+ ар 
+ тб За" +35 ——12афеозС)| 


хх 


26, Весьыь полезно сравнить раземотрённый тр-кь съ 
плоскимъ прямолинейнымь тр-вомъ, имфющимь стороны а, 6, 
©. Углы его пусть будуть 4*, В*, (*. Они отличаются отъ 
угловъ тр-ка на поверхностя, & именно отъ 4, В, С, на велн- 
чипы второго порядка; и стоить труда точно изслЁдовать эти 
различ. Вычиеленя бодЪе продолжительны, ч$мъ трудны и 
достаточно привести их» главныя основан 

Еели въ формулахь 1), 4), 5) замфнимъ величины, отно- 
сащияся къ В; тии, воторыя относятся къ 0, то получимъ 
формулы для 2*, +'е05ф', уз". Тогла разложене выраженя 


(4—4) — 2созф . Гоа" СоЗР Г, 


разнаго 0*-- еп“ Эбееох 4-== 6 с0 Я" — ск}, лаеть, вы - 


стф еъ разлолетемъ выражешя 


Уф. козу’ — +0059. г5тф’ — фо. 
формулу со 4" — 09 Я == — (арт А [и ЕЕ Р+ 
1 , 1 ар а , 
а Ави + ВР 

1 Тр, О 2 
+х № — 57 +... 


Поэтому получим до величинъ пятаго порядка 


1. 1. 1 , ро 
дд ар [т уив + д ар 


и Тре ча" 
ПРИ +++ 


ПЕ ито] 
— вр] 
Соеливизь это уравнеше съ 
1 . , . 
Зожнар! 1 — ни +9... ] 


и съ значенями а, 6, у прошлаго $, получимъ до величие 
нятаго порядка 


г! 1 1 
&“ 158+ ч57— 8 42" 


1) 4 Ао 


1 ВИ +30 
= 542 +4) + 53—29 +349°) 


+ од’ печи 
4 


й 
Совершенио подобныя дёйстия приводять въ сид, разло- 
женямт 
12) В" — Во [Ларе рр 
ы = | ++ в? +/+... ] 
Отсюда слёдуеть, такъ какь 4*+В*+0*=2 прямымъ, 


то легко вывести избытокь А +В-+С налъ лвумя прямыми, 
& именно 


г1 


13) = 


4) А-В+0— ло [Чажлачт У+А Тр 


ив, 17) +99] 
формула, которую можпо было бы вывести тавже язъ 6). 


37. Если разсматриваемая поверхность есть шадув радтуса 
В, то вайдемъ 


й . 
«=8=) 24, — цы 6, 9, 0, 6й,—/,°—0 


Стало быть д,—= Эк 


Поэтому формула 14) даетъ Аба 
и это абсолютно точно. 
11), 12), 13) даютъ 
&-аА 


в 


с . и 
Зв: — вов: 29+ 9") 


: 5 2 , о 
В*— В—- зи: + вые — 20+ 290' +9”) 


2*-б — зн + вое’ +94—4°) 


Или ©ъ тою те точностью 
в 


АА, 


б 
эт воде @' +0 —2а*) 


{+ —25*) 


в 
—`180в* 


— 2 -— пе +6*—2с*) 


ы 


Препебрегая членами 4 порядка, получим отеюда извВет- 
зую тсерему Лежанлрз. 


28) Наши общин формулы, препебрегая членами 4 порял- 
ха, весьма упрощаютси, & именно 


1 


4-4 — убери 
В" В— Бо 28+) 
20 — 1 ав 9) 


Итакъ пря углахь 4, В, С’ лая ие шаровой позерхности 
необходимы неравныя редукцти, хля того. чтобы иосаб изм%- 
нен, сннусы стали пропорщональны противолелаацимь сто- 
ронамъ. Релукща будеть, вообще говоря, третьяго порядка, 
но если поверхпость мало отличается отъ шара, то ипогла и 
выетаго, Даже для величайшихь треугольниковъ на земной 
моверхности, углы которыхь еще можно озмфрить, разность 
эта можеть считаться незамфтной. Такъ, папр., въ послдае 
тоды для одного изъ величайших, язифренныхь нами треу- 
гозьвиковъ (именно между точками Хогехагенъ, Броккенъ, 
Инзельобергь), для котораго избыток суммы угловь надъ т 
равнялея 14", 856348, вычиелсше дало сяфдуюния редувцщи лля 
ОТАЬлЛЬВЫхЬ углов 


Х. 4.95113 
Б. 4", 954 
И. 4',9511 


29. Въ вид$ завлючетя сравпимъ сще поверхность треу- 
тольника, находящагося на крявой поверхности, еъ новерх- 
ностью прамолянейнаго тр-ка в, 6. с. Посл5лнюю обозначимъ 


1 и 
чрезъ "= без 4" 1 асыи В" = аут". Имфемъ 


до величинъ 4-го порядка 


1.4% 


вА — воз. (2а+8+7, 


и съ тою же точностью 
1 
эт. — 5 4* {1 + 24 80084 . (2а+8+ 7} 


4* 


Ин 


Подетавивь въ 9), феи до величинъ шестого порядЕа 


о бы А". [1+ т а(36* > З6*—5сеоз А) 


+ 5 235+ 4с*— бесов А) 


В р . 
+ ть + 36 —4восок.4) | 
и съ тою же точностью 
6—0* | + т аа? + 267+ 26*) + 


5 ВОИ +9”) 


про" +2 с 5 
Для шаровой поверхности эть формула приметъ видъ 


1 
— о зубу 
° 9 [1+ д а @ - +@)] 
или съ тою же точностью 


ВЯ вс" ` 


Еели примфиить эту формул? къ тр-вамъ, лежалцимъ на 
не шаровой кривой поверхности, то ошибка, зообще говорл, бу- 
деть пятаго порядка и останется незамфтной для воёхт треу- 
гольнивовъ, каже изифряютъ на земной поверхности. 


Оттъ номитета 


ДЛЯ ОБРАЗОВАШЯ КАПИТАЛА ИМЕНИ 
Н, И. ЛОБАЧЕВСКАГО. 


22 октабря 1398 тодв исцолнилоеь столье со дия рожден завиели- 
тато рубсвато геометра Лобачевехато. 

НзтолаЙ Ивановичу ЛоблчевемЯ причадлежить иесомифние лу чиелу 
тёхь ученыхь ХХ столь, работя котормхь анились Но тольяи цфявымЪ 
вкмадонь ь® науку, но и открыли ей новые пути. 

Тенильныхь умаят, провладывающимт яовые пути, чаето пряходя- 
лось отвергать положен. считазийлел ло ицхт, необлоричою в иетребую- 
щею доказательства истинов. 

Такая же почетная роль ть науд\ выпала и на лодю И. И. Лобачер- 
скато, этого «оперникь герметри», газ наззаль его покойный Клиффоряь. 

бь тЕхь пор какъ Поклидь построизь безсмертиое зданйе своей те. 
ошетри на немпогихь чпредёленять, авоюмаль и поетулатунахт, ириия- 
тыхъ имъ бе» доказительстив, истийв втихи основаНЙ геометрии ке п 
пергазись сомнёзию; веф усшлуя ученых, веБуъ етранъ я вфковь била на- 
правленя яв сведен чнели стать аксмиь и постулатумовь къ нанмель 
шежу; истомя паукн представалегь, изприяврз, цулый рядъ попытокь 
зывеети такь пазывчений посттдатуиь Евклида озетрб Ай периендикуллра 
я наклонной, казЪ математическое слёдетар урочвхь опредфзенй. кож 
и потулатумовт; пстииа самого поетулатума пе подвергла гомнфн р 

Лобачевевй первый увилль эдбер вопроеь. котерый хожетт быть 
ушень толь опытемь и, придя къ УОБЖденИю, что, утаенжаля суйество- 
зале постузатума Еоклида, зы принимает тёяъ сачыут иззфетныя свой 
ствь нашего пространетва, которыя могтть быть прозёрепы тилько лутемь 
оэныта изн наблюдены. циказаль возможность построены геометрия безъ 
эчото поетузатума. Свою мыезь Тебачевскй осуществиль вЪ рлдё мемуа- 
ТовЪ < послваовательноетью и точностью «истиннато геометра». зая вы- 
разилея Гаусс. 

Этоть «ргбоссрз папомаиеонии» призфтствоваль работы Лобъчевека- 
то еще въ 134$ г: но привётегые Гаусса пришло незаифченныяь я вух 
но было пройти сще изьфетному времени дан того, этобы вытокое научное 
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и философокое зналон!е рабеть Лобаченскего было признано вофын. Такому 
признанию работь Лобачевскато способотвовали труды многихь первовлае- 
«ныхь ученыхь пашего зремени, которые выяснихн между прочних. что 
теометр:я Лобачевскаго для звухъ языфренй представляеть геометрю на 
ловерхностк еъ постоянною отрицательное кризизною, в теометря трехх 
изибревй даеть понят о новыхь протяженностяхт,— пространствах, им®- 
зощихь кривизну. 

Изучен:е теометр и Лобачевснато или неенилидовой геометрЕй образо-. 
ввло въ посхфдн!я дна десятндйчи овобую вЫТВБ нитематическихь знаний, 
инфющую обтарлую литературу. Ех язелёдозннямь по гоометрн Лобалев: 
скато примыкають и составлають ихъ непосредственное продолжение изел®. 
донвия по геометри гилериространствь, хоторых, бровая яъкй свёть яв 
иное вопросы гоометрЁв, в то же время ньляются незаифиниымь поо- 
Меж при изучены зажльйшнхь вопросоюъ авализа. 

Высокому научножу зивчешю ипаолфдовьнй обаченекаго соотьйт. 
ствуеть ше менфе лысокое философское изъ значен!о. Сь одной стороны они 
отбрызають Унозрёнж новый вепрось объ изолбдован!и свойству прострав- 
ства; съ другой стороны они бровають новый снёть на зоиросв о проше- 
хождешы н зньченыя лашихь теометрическихь аксонъ н имёют, такинъ 
образомь, высокую важуость для тори познания. 


Влагороднея жизнь Лобачевокаго тфено и нерверырно связана еъ ке. 
зорею Имиерахорекаго Казинскато Университета; внъ быль первый его пи- 
томедь, запявшй профессорскую каеедру; 5$ немъ исполнял онЪ въ тече- 
16 дозтаго времени обязаиностя резтора и профессора, 

Физнко-математическое Обдуество, состоящее ири Яниераторокомь” Жз- 
занокоиь Универонте®, не могло поэтому ие обратить особенцаго внимая 
из достойное овнаменованге столётней годовщины дна рождены леликаго 
русского ивтеивтика. Исходатайствоваюь Высочейшее раврёшен!е яь 
открит!е подпвекя дла образована капатаха съ нёлью увбковёченя имени 
В. И. Лобачевскато, оно ортьнизовало для болёе уеншнаго достижения 
этой фан Бомытеть, который и обращается теперё ЕЪ ученыхь к друзьянь 
иауки вофхь стрьнт 05 просьбою о содбйсть и. Перьыиь и тгзавлымь наз- 
наченень капитала будеть учрежден достойной значения великего иые- 
лителя п математика прем{и именя Лобачавскиго, ноеищей международный 
характерь я выдаваемой за ученыя сочинена цо иатоматний (преимушест- 
венно по тфяъ отраслянъ ед, которых нажодатея въ свази съ работами Ло- 
бачевскаго). Такая премя дасть молодьиз ученымь, посвятившанъ слон 
силы любимой Лобачевскимь наук, поддеркку и ободрене и выфстВ съ 
тухь швятея новыиь зыреженемь единства вефхъ культурныхь пародовь 
въ ихъ стремденм хъ научной нетин®. 


Взвосы просить высылать по адресу: Казань Физико-математическое 
Общество. 
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ОПЫТЬ ОБЪЯСНЕНЯ НЕЕВКЛИЛОВОЙ ГЕОМЕТЕИ, 
Е. БЕЛЬТРАМИ °). 


Переводъ П. П. Мея 


Въ послёднее время математичесый мфъ пачаль зави- 
матьея новыми идеями, которымъ, повидимому, суждено глу- 
боко изыфнить составивлуяся хо сихъ поръ понямя о про- 
исхождени геометрическихь истянъ. 

'Идеи эти цоявилябь не совофиъ недавно. Знаменитый 
Гаусеь съ первыхъ евоихь шаговъ на паучномъ попришв об- 
ратиль на иихъ виимане; хотя ни въ одномъ изъ его сочн- 
вен не заключается явыёго ихъ изложены, но изъ писемъ 
его ны видимъ, до какой степени ояъ быль имъ предан, и 
можемъ удостовриться въ его полномъ согласти съ учешемъ 
Лобачевеваго. 

Подобныя попытея коренного обновлен!я принциновъ ветр\- 
чаютея перфдко въ истори науки. Онф авляются естествен- 
нымъ результаломъ того кратическаго духа, которымь совер- 
шенво основатезьно проникаются болфе и болЁе научных из- 
сяфдован!я. Когда тая попытки являютея плодомъ добросо- 
въетныхь изысканй и искреннихь убЪжден, когла онф на- 
ходять поддержку въ импонирующемь и даже неоспоримомъ 
авторитетЪ, людямъ пауки необходимо разбирать ихъ спокой- 
по, одинаково улерживаясь извъ оть энтумазма, тавъ и отъ 
пренебреженя. Ст другой стороны въ истори математической 
науки торжество вовыхь понат\й не можегь пошатнуть ис- 
тивъ уже прюбрётенвыхь, оно можеть измфнать только по- 
ложеше яхъ въ изукв и увеличить или уменьшить ихъ зна- 
чене и ихъ пользу. Глубовая вкритива принцановь не мо- 
жетъ вивогда повредить прочкости научнаго здания хаже и 
въ тЬхь случавхь, когда она не приводить въ отЕрытю и 
лучшему познанно его истинныхъ основан. 


3) @отаые 41 ммотабеве, раб. рег 6. Вами #. УТ, 1868. 
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Мы старались во первыхь дать себф отчеть въ резуль- 
талахь, къ вкоторымъ приводить учеше Лобачевокаго и за- 
тЪмь, слфлуя прему, вполнф, по нашему мифы, соглаеному 
съ хорошими традищями научнаго изсяфдовая!я, мы нопыта- 
лись отыскать реальное основа е для этого ученя. Думаемъ, 
что это удалось намъ дя плавиметрической части; но` намъ 
кажетея невозможнымь едфлать тоже зъ случаВ трехь языЪ- 
ренйй. 

НастозцИй мемуаръ имфетъ пфлью преимущественно вы- 
полнеше перваго изъ этихъ намбрен; что касается второ- 
то, мы удовольетвуенся въ настоящее время несколькими ука- 
завтями, чтобы было возможно болфе правильное суждеше о 
смыслВ нашего объяснешя. 

Чтобы не прерывать слишвомъ часто, изложения, мы по- 
м®стили въ отдёльныхь примёчаныхь, въ концВ мемуара, 
объяснены, относяшяся къ нфкоторымъ аналитичесвимь ре- 
зультатамь, на которыхь мы должны основываться, 


=. 


Основной премъ доназательствь элементарной геометря 
состоить вт. наложен равныхь фллурег. 

Этоть премъ приложимъ ае только къ плоскости, во 
также во вефыъ поверхностямъ, на которыхь разных фигуры 
могуть существовать зЪ различныхь положеняхь, т. е. ко 
вефыь позерхноетлыт, которыхь произвольная часть можеть 
быть точно приложена посредствомъь простого сгибаня нъ дру- 
той произвольной части той же поверхности. Дфйствительно, 
мы видимъ, что несгибаемость поверхностей, на которыхъ на- 
черчены фигуры, ие есть существенное усяове приложешя 
этого према; папр., правальность доказательства плоской Ез- 
хлядовой геометри не была бы ни въ чеиъь ларушена, если 
бы стали разематривать фитуры вачерченными на поверхнос- 
тя цалинхра или конуса, & не на паоскости. 

Поверхности, для воторыхъ безь ограниченя оправды- 
вается свойство, о которомъ идетъ рчь, суть, по знаменитой 
теорем$ Гаусса, вс поверхности, инфющя въ каждой изъ 
свонхь точекъ постоянное произведеше двухь главныхь ра- 
дусовъ кривизны, или, иначе выражаясь, всё поверхности, во- 
торыхь мёра вривизны постознна. Другая поверхностя ке до- 
пускають неограниченнаго приложетшя принципа наложешя 
для сравнешя начерченныхь на нахъ фигуръ, вел®детые чего 
фигуры эти ве могуть ямфть строешя, вполнф незавиеящато 
этъ ихъ положены. 
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Самый сущеетвенный олементь фигурь и построений эле- 
‘ментарной геометрйи есть прамая лишя. Спецяфическое евой- 
ство этой лини есть то, что ова влолн® опредёлается толь- 
во двумя своими точками, тавъ что дв прямыя не могутъ 
проходить черезъ дв данных точки пространства, ве совиа- 
дая на воемь своемъ протяжени. Между тЁыъ въ теометия 
за плоскости это свойство не приифнено во всей широт, по- 
тому что, вематриваяеь въ дЪяо ближе, мы видамъ, что иря- 
мая веедева въ разсужденя планиметриг только помощью с#Ъ- 
дующаго постулата: „при совифщени двухъ плоскостей, на 
каждой изъ которыхь есть прямая, достаточно обфимъ пря- 
мымъ соваеть въ двухъ точкахь, чтобы ояф елились на всемъ 
своемъ протяжени“. 

Однако это свойство, опредёленное тавимь образом, не 
принвдлежить исключительно прямымъ липямъ но озноше- 
‘но въ плоскости; оно икжеть ифето, вообще говоря, для ге- 
одезичесвихь лиш на поверхности съ постоянной кривиз- 
ной по отпощеню кф отимь поверхностямъ. Геодезическая 
линя зсявой поверхности инфеть уже свойство опрехфлаться 
вплив (говоря вообще) двумя своими точками. Но для поверх- 
ностей постоянной кривизны, и только для нихъ, существу- 
етъ всецёло свойство, аналогичное свойству прямой на илос- 
ХОСТВ, Т. 6. „если имфются двф поверхности, которых кри- 
зизна въ каждой точЕЁ постоянна и одинакова для обфахъ 
люверхностей, и если на каждой язь нихъ взяты геодезччес- 
я лиши, то при вовызщени поверхностей такимъ образомъ, 
чтобы геодезичесыя лиши имфли лв общуя точки, эти лини 
совпадуть (вообще) ва всемъ своемъ протажеши“. 

Изь этого сяфдуеть, что кромф случаевь, въ которыхь 
это свойство подлежить исключемямь, теоремы планиметр/и, 
довазываемыя для фигуръ на плоскости поередствомь прин- 
‹ципа наложешя и постулата о прямой, имбють мфето рав- 
вымтЪ образомъ для фигуръ, образованныхь аналогично геоде- 
зичесвими лишама на поверхности постоянной привизны. 


На этомъ именно основаны многочисленныя анылочЧи мехж- 
ду геометрией сферы и геометрлей плоскости (считая прамыя 
лини посяЪдней соотв®тствующами теодезическимь лив!ямъ 
первой, т.е. окружноетамь большихъ кругоръ), и эти анало- 
ги уже давно были занфчены геометрами. Если ивыя анало- 
ти того же происхождешя не были подобинмъ образомъ сра- 
37 замфчены, то это пужно приписать тому, что поваме о 
поверхностяхь гибвихь и наложамыхь одна на другую впод- 
=8 усвоено только въ послёднее времз. 

1* 
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Ми саблали намек на исключеня, могушя разрушить 
или ограничить увазавную аналогию. Эти искяючешя дЪйст- 
вительно существують. На еферической поверхности напр., 
дз точви перестаютъ вполнф опредФлять окружность боль- 
шого врут, вода онф маметрально противоположны. Поэто- 
му нёБоторыя теоремы планиметрии не имфютъ себф звало- 
тичныхь па сфер, кавъ напр. теорема: „лв прамыя, пер- 
ъпендикуларныя въ третьей, не могуть ветртиться“. 

Эти соображен!я послужили исходною точкою нашихъ 
ивыслаы!. Мы начали съ того, что замфтили, что завлюче- 
ня какого-нибудь доказательства обнямають необходихо ц%- 
лую категорю сущностей, въ которыхъь имфются веб необхо- 
димыя услон для ваковности этого доказательства. Ееля при 
изложени доказательства имфлась въ виду опредфленная ка- 
тегор!я сущиостей и вели при этомъ не было введено опре- 
дёлен!, обособляющихь резсматраваемую калегорю отъ ка- 
тегорйи болфе обширной, то яено, что заключен!я довазатель- 
ства прюбрётають общность, большую той, которую искали. 
Въ втомь случа можеть оказаться, что нфкоторыя изъ 38- 
ключенй покажутея несогласными съ природой именно тёхЪ 
сущиоетей, которыя первоначально имфлиеь въ виду, потому 
что извЪствыя свойстка, существующих вообще для данной ка- 
тегори сущностей, могуть значительно видоизмфниться или 
даже и вовсе ночезнуть для нёкоторыхь изъ этихъ сущнос- 
тей въ частности, Въ тахомь случаЗ результаты изыскавй 
предетавляють видимыя противорёч{я, которыхь умь не мо- 
жеть понять, если но замфтать слишеомъ общихь основаыйЙ 
своего изелёдованя. 

Раземотринъ теперь довазательства планиметра, осво- 
вывающ!яся единственно на пользовани привципомъ наложе- 
31а и на постулат о прямой, каковы именно и суть доваза- 
тельства неевиладовой пзаниметр!и. Результаты отихъ дова- 
зательствъ сохраняють сижу безусловно во вебхь слузчанхъ, 
для которыхь существуютъ этотъ принциль и этоть посту- 
латъ. ВсЁ эта случаи необходимо заключены, по сказанному 
выше, въ учевш о поверхностяхь постоянной кривизны; но. 
правильные выводы въ этихь случаяхъ мотутъ существовать 
только для тВхъ изъ этихь поверхностей, на которых гино- 
тезы, причятыя въ этихъ довазательствахь, не подвергаютея 
никавимъ исктюченямъ. 

Принцень назожен!я не лодвергаетея исключеню ви ина 
одной изъ этихъ поверхностей. Но, что касается постулата. 
о прамой (или, лучше сказать, о теодезичесвой лини), те 
мы уже замфтили, что встрЁчаются исключеня на сфер в 
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хафдовательно на веёхъ поверхностяхь постоянной положи- 
тельной кривизны. Существують ли теперь тая исключеня 
на поверхностяхь постоянной отрицательной кривизны? Дру- 
гими словами, можеть ли на этих\ воснвднихь позерхностахь 
произойти, что дв точки ве опредфляють единственной про- 
ходащей черезь пихъ геодезической лия? 

Этоть вопросъ, наскольво мн извфстно, не быль еще 
`разсматризаенъ. Еслибы можно было доказать невозможность 
такихь исключен, то стало бы & рог! яено, что теоремы 
неевкледовой планиметрии существують безъ ограниченя для 
вефхъ поверхностей постоянной отрицательной кривизны. Тог- 
да извветные результаты, которые казались бы несовифетвы- 
ми съ гниотезами, харацтеризующими плоскость, могли бы 
стать прамфнимы въ поверхности увазаниаго рода, и могли 
бы получить съ помошью этой поверхности объяснеще в прос- 
тое и удовлетворительное, ЗВь тоже времн переходъ отъ ыеев- 
Елиловой планиметрии къ Евклиловой могь бы быть объяенень 
тБми опредфленямя, которыя обособляютт позерхности съ ну- 
левой кривизной изъ совокупности поверхностей постоянной 
отрицательной кривизны, 

Таковы соображеня, которыми мы рувоводились въ ни- 
есяфдующихь изысвашяхъ, 


хе 
о 
= В [еже ивы + (в 2— и") а @) 


('—и'—)* 
представляеть квадратъ линейнаго элемента поверхности, 50- 
‘торой сферяческая кривизна везд® постозниа, отрицательна и 


равна—=,. Видъ этого выражен, хотя менфе простой, чфыъ 


Е 
зидъ другихь равнозначащихт выражен воторыя можно бы- 
ло бы получить, вводя иныя перемфнныя, имфетъ то особев- 
ное преймущество (весьма важное дхя нашей настоящей дли), 
что вспкое уравнене, линейное относительно м и +, представ- 
ляеть геодезическую лин!ю и что, обратно, всякан геодезичес- 
5ая лишя предетаваяетея динейнынъ уравнешежь между эти- 
ми неремфиными. (См. прим. Г въ ЕОНЦВ статьи). 
Въ частности п дзф системы координатвыхь лив 


и=0075, 90—01, 


образованы геодезическими лишами, взаимное положене вото- 
рыхъ легко узнать. ДЁйетвительно, незывая 9 уголь между 


—_в— 


двумя координатными кривыми въ точвВ (м, 9), инфемъ 


5 8 
Уи на"-" 


608 = 


л. 
откуда получаемъ @—-5, вавъ для и#=0, тавъ и для 0=0. 


Олфловательно геодезичесыя лини, составляюцщйя  снетему 
== с05{., всВ перескаютъ полъ прямынъ угломъ геодезичес- 
кую лин! Ф-=0 другой систены, и ве тгеодезичесыя лийи 
системы = с0и5ё. пересВкаютъ подъ прамымъ угломъ теоде- 
зическую ливНо и-—0 первой системы. Другими словами въ 
тои и=-0-0 встр®чаются дв геодеваческя лини вазимно- 
ортогональный, 


#0, 90, 


воторыя мы назовемъ основными, и каждая точка поверхности 
опредфляется, какъ точка пересфчешя двухъ геодезическихь 
лав, проведеняыхь черезъ нез перпендикулярно Е двумъ. 
осяовнымъ линяыт: это, очевидно, составляетъ обобщене обы- 
кновениато Декартова метода. 

Изъ формуль (2} видно, что значен1я, прининаемыя пе- 
ремфнными %, ©, ограничены соотношенемъ 


9+9 а" {3) 


Между этими предёлами фунвши Е, Ё, С! ') вещественны, 
однозначны, ненрерывны и конечны и, сверхъ того количест- 
ва Е, 6, Еб— №" положительны и отличны отъ вуля. Сл®- 
довательно, ва основаши того, что ками установлено въ на- 
чалф мемуара „о комплекеныхь переифнныхь на вавой угод- 
но поверхности“ (Апи 4: Ммеш., Сер. 2, т.1), часть поверх- 
ности, отраничевиая контуромъ, котораго уравнене 


9+9 — 0", (4). 


одноевязна, и сть, образованная на ней воорлинатными гео- 
дезическими ливами, представляеть около каждой точки в%ч- 
то въ родф той ети, которая образуется на плоскости хвумя 
системами паразлельныхь прамыхь; т. е. двф геодезичесыя 
лини одной и той же системы никогда не нмфють ни одной 
общей точки, и даб геодезичесыя лини разныхь сястеиъ ви- 


3) Кооффищенты въ выражены оломента дуги 49—42 иде 
-+-@а%? введенице Тазесомь въ ОнащьйЦолез иепеть]еа есь виренНаев сог- 
зов (русск. пер. И. И. Филиппова см, выше стр. Хи сдёд. 
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котдь другь друга не касаютея. Отсюда сл6дуетъ, что въ раз- 
еыатриваемой области каждой парё веществевныхь значенй 
я т, удовлетворяющахь условно (3), соотвфтетвуеть вещест- 
венива точка, единственная и опредфлениая; и обратно каж- 
дой точкВ соотвфтетвуеть единственная и опредфленвая пара 
вещественных значенй в и ©, удовлетворяющих» указанному 
условю. 

Итакъ, если мы обозначимт буквами х и у ‘прамоуголь- 
ныя координаты точекъ вспомогательной плоскости, то уравнени 


деи, уе 


опредвляють изображене разсматриваеной области, въ 50то- 
рот каждой точв этой области соотвфтствуеть единственная 
и опредфленяея точка плоскости, и обратно, п вея область 
оказывается изображенной внутри круга ралуся а съ цент- 
ромъ въ началё координат, который мы навовемь иредьль- 
нымё крузюмз. Въ этомъ изображен геодезическимнъ лиамъ 
поверхности соотвфтетвують хорды предфльнаго круга я, въ 
частлоети, координатнымь геодезическимь лишамъ соотвВт- 
ствують лини, параляельныя оеяиъ коордияят®. 

Посмотрвмъь теперь, вакъ ограавчена, иё поверхиостя, 
область, къ которой относятея предыдущя разсужденя, 

Теодезическая ливня, выходящая изъ точки (#—0, #=0), 
можеть быть представлена уравненамя 


%=7с08и, Ф=тзтИ, (5) 


тдВ хи м поларныя воординаты точки, соответствующей точ- 
в% (и, ©) на прамой, воторая изображаеть на вепомогатель- 
ной плоскости разематриваемую геодезичеекую линю. Для та- 
кихъ значен! можно получить изъ (1), тавъ вакъ хи постоян- 
но, слБдующее: 


откуда 


тдБ О`есть дуга геодезической лива, отечитанная оть точки 
{и=5=0). 
Можно кацисать такие 


(6) 
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тдё и, ®ноординаты второго конца дуги о. Корень Уи +0" 
долженъ быть взятъ злЪеь 0 знаком +, если желають по- 
лучить абеолютную величину длины о. 


Величина эта равна вулю дая у = 0; она возрастаеть 
неопредВленно пря возрастан:и г иди Уи" оть 0 до а, 
становится безконечною для г--@, т. е. для значенй и и %, 
уховлетворяющихь уравненно (4) п дфлается мнимою, когда 
>в. Ноэтому яено, что контуръ, выраженный уравненшемь 
{4} и предетавхенный на вепомогательной плоскосли окруж- 
ностью предфльнаго круга, есть не что иное, вавъ геометри- 
ческое ифето безконечно удаленнихь точекъ поверхноети, ко- 
торое можно разематривать, какъ геодезичеевую окружность 
©ъ дентромь въ точкВ (и =©- 0), геодезичесый рамусъ ко- 
торой безконечно великъ. ВвВ этого геодезическаго вруга без- 
вонечво большого радгуев существують только мнииыя или 
воображаемых обдаети поверхности, такъ что разсмотрФнная 
выше область простираетея безконечно и непрерывно во вс®хЪ 
вапразленяхь и обнимаетъ всею совокупность дЕйствательныхь 
точекъ поверхности. Такинз образомъ внутри предфльваго 
вруга представлена вся вещественная область залей ковер- 
хноетя; при этомъ сама окружность предфльнаго круга со0т- 
вфтствуеть ей точкамъ, расположеннымь въ безкопечноети, 
деружности же, концептричесв!я в лежашя внутри предфль- 
наго пруга, состефтствуютъ геодезическимъ окружностямт по- 
зерхности, инфющимъ цевтрь вЪ точек (и-=е-=0). 


Если въ уравнешяхь (5) разематривать , кавъ цостоян- 
ное, а р, казь перемнное, то эти уравневя соотвфтетвують 
теодезичесвой овружчоств, и формула (1) даегь: 


в- Вий 


я @) 


гдВ 0 есть душа геодезической окружности, предетавленная 
на вспомогательной лзоекости дугою окружности, которой ра- 
Мусъ есть г и д: центральный уголъ. Тавъ какъ б пропор- 
цонально д при какомь угодно г, то можно легко видЪть, 
что геодезическая лаши о составляютъ въ общемъ начал та- 
ве же углы истду ©0б0ю, какъ ралусы, соотвЁтетвующе имъ 
на вспомогательной плоекоств, и ч70 безковечно малая часть 
поперхности, которая непосреяственно  окружаеть точку 
{#-©-0), подобна своему илоскому изображенно, — свойство, 
хотораго не имфеть нихавая другая точна, 
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Изь уравневмя (6) получаетея 


у Уят — ие, п 08 с“, (7) 


тд ш есть подожательное значеше радивала Уд’? 5, 
Въ силу предыдущаго знеченя г, уравнене (7) можеть быть 


напаеано тавъ: 
6=й Ветье, 


тавкъ что для полупериметра геохезической окружности радгу- 
с& 6 получаетея формула: 


тВАТ, ыы Чтвей цей }, (8) 


Изъ предыдущаго слёдует®, что геодезичесыя лан по- 
зерхноети (дёйствительныя) представлены во всей ихь <0во- 
вупности хордами предфльнаго круга, между тёыъ какъ про- 
дотженя этихъ хордь вн круга не имфють ниЕвЕого ДЪЙ- 
ствительнаго предетавленя. СОъ другой стороны двБ дьйствя- 
тельных точна поверхЕости изображаются двумя точками, раз- 
вымъ образомъ дёйствительными, лежащими внутри предфль- 
него круга в опредфлающими одну хорду этого круга. Итавъ 
видимъ, что двЪ д®йствительныя точви поверхности, выбран- 
зыя какз уюдно опредвляють веегда единственную и опредь- 
ченную зводезическую линёю, которая на вспомогательной пло- 
скостя пзображаетея хордою, проходащею чрезъ соотв®тетву- 
Юя имъ точки. 

Тахамь образомъ поверхностя постоянной отрицательной 
кривизны не иредставаяють исключен, инфющихь м%ето въ 
ртомъ отношен!и ва поверхностахь постоянной положительной 
Бривизныа, и слфдовательно ЕТ вимъ приложимы теоремы не- 
евелядовой плапиметри. Болфе того, эти теоремы, въ большей 
ихЪ чдети, доступны ковкретному толковаю только тогда, 
когда буденъ ихъ относить именно въ этимъ поверхностамъ, 
8 не въ плоскости, кавъ это мы доважемь ниже подробно. 
Для враткости мы назовемъ ясеедосферическими поверхности 
постоянной отрицательной кривизны и сохранимъ вазван!е ра- 
дёуеа для постояннаго волачества В, отъ котораго зависить 
величина ихь вривизны. 

тек 


Найдемь прежде всего общее соотношене между углом 
двухъ геодезичесвихь лин!й и углом представаающихъихь хордъ. 
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Пусть (и, 9) точка поверхности, (7, И} произвольнан 
точва одной изъ геодезичеекихь лин, выходящихь изъ пер- 
вой точки. Пусть уравненя двухь изъ этихъ хин! таковы: 


У—0=я=(0—%, У—е=н(0—ц). 
Навывая о уголь геодезическихь лин! въ точЕВ (и, 5), 
инфемъ, по извфетной формул 


(и—тУЕЯ— У 


т — акт) Рутяе? 


или, Для настоящихь значенй Е, Е, С, 


аи—т и 


= Потапа ° 


Означаа ©’ уголь двухъ хордь, & д и У—угаы отихъ 
хорхь съ осью х, имфемь 


т -атри, п= Ну и -ч— и, 
и потому 


ата! 


Ватра — 01608 — (увози--иззин) (осозу--изт)" 


Зяаменатель второй части равенства остается конечным 
во всякой дЪйствительной точкз поверхности; схдовательно 
уголь д можеть быть равенъ пулю только въ случаВ, если 
числитель равенъ нулю. Но $0 не нуль; дайствительно, двё 
хорды перебёкаются внутри предёльнаго круга и не сливают- 
ея въ одну прмую; по этому © есть нуль только для #=0, 
т. е. только тогда, когда точка ветрёчи двухъ геодезическихъ 
дин уходить въ безконечность. 

'Итакъ, можно формулировать слёдующйя правилв: 

1. Двумъ различвымь хордамъ, пересфиающимея внутря 
предфльнаго вруга, соотяфтетвують дв геодевичесыя лини, 
пересбкаюцщуяея на конечномь разстояни подъ угломъ, изм 
нзюшивея оть 0° до 180°. 

П. Двуиъ различнымь хордамъ, пересвающимея на ок- 
ружноети предфльваго круга, соотвётетвуютЪ дв геодезичес- 
вая ляни, сходнтуяея въ точкф на безвонечно большомъ раз- 
стояый и образующя въ этой точ уголь, равный нулю. 

Ш. Наконець, двумъ разлачнымь хордамъ, пересфкаю- 
щимся внф предфшьнаго руга или паралаельнымъ, соответ 
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зуютф двб геодезичесвыя лини, которыя ве имфють ни одной 
общей точки на всемъ дВйствятельномъ протяжении поверхности. 

Пусть теперь 24 (фиг. 1} будетъ паказ нибудь хорда пре- 
дфльнаго круга, г точка внутри круга, не лежащан на хорд%. 
Этой хорд соотвтетвуеть ва пояерхности геодезическая ли-. 
я 174’, проведенная между безкопечно удаленными точками 
#2’ и’ (соотвЁтствующеми тозкамь ри 4); тозкЁ г соотвЪт- 
ствуеть точка 7’, лежащая на конечвомъ разетояня и вн$ ге- 
одезической зини р’д’. Черезъ эту точву можно провести без- 
чиеденное множество геодезическихь лин, изъ которыхь од- 
н% вотрьчають геодезячесыя лини р'9’, друг не встрфчають. 
Первыя представаевы прямыми, идущими изъ точки 9 къ раз- 
хичнымь точквыт дуги 069 (<<180°); вгорыя представлены пря-. 
мыми, идущими отъ той же точки къ различвымЪ точкам ду- 
тк 264 (>180°). Дьф особенвыя теодезичесыя линш образуютъ. 
переходъ отъ одвой изъ этихъь категор къ хругой: это тф, 
жоторыя представлены прямыми гр, 79, т. е. т дв геодези- 
чесыя зини, которыя выходять изъ 7’ и зстрёчають 2'9’ въ 
безконечвости, одна съ одной стороны, другая еъ другой. Такъ 
хакъ прямолинейные углы 720, ”др имфютъ вершины на ок- 
ружности предфльнаго круга, то изъ этого еяфдуетв (11), что 
соотвЪфтетвенные геодезичесые углы 7'2'4’, ’а'’ равны пулю, 
хотя первые конечны. Наоборот», тахъ накъ у—-точка внутри 
предфльнаго вруга и расположена виф хорлы ра, то уголь риа 
отличень отъ 0“ и 180°, а потому (по 1) еоотвфтетвенвыя ге- 
одевичесыя лад 7’р’, #'4’ образуютъ въ точвВ 7’ уголь, от- 
личный оть 0°н 180°. Итакъ, если геодезичесвя лини 7’, 
2’ назвать параллельными лиш 0'4’, тавъ вакъ нии обозна- 
чевъ переходь отЪ лин, вотрызающихь 0'9’, къ хиняыъ, не 
зетрёчающимь р'9’, то можно выразить результать, въ кото- 
рому мы прилгли, сдфдующимь образомъ: „чрезь всякую дВЙ- 
ствительную точву поверхности всегда можно провести деж. 
двйствительныя геодезичесвя лян!и, паралхезьныя одной и той 
же дЬйствительной геодезической лини, не проходящей чрез» 
эту точку, и эти даЪ геодезическя зиня образуютъ между со- 
бою уголь, отличный оть 0°и 180°". 

Этоть результать согласуется, за веключенемь различйа въ 
употребленныхь выраженяхь, съ тфиъ, что составляеть основа- 
з#е неевклидовой геометр. Чтобы получить непосредственно 
зъ псевдосферической теометрши толковане другихъ выводовъ 
нвевклидовой геометр!я, раземотримт геодезическй зреуголь- 
викъ. Извфетно, что, когда изучають фигуры, начерченвыя ва 
поверхности, не развертызаемой въ плоскость, чаето бываеть 
удобно для обжегченя понимая чертить на плоскости дру- 
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гую фигуру, которая, хотя и ве выведена изъ первой по оп- 
редёленному геометрическому закону, но елужитъ всетаки для 
приблазительнаго воспрэизведещя  наиболфе существенныхь 
черть ея расположешя. Для того, чтобы объясвительная фа- 
тура выполняла это назяачене, нужно, чтобы веб величины 
данной фигуры, линейныя в угловыя, были аъ объясвительвой 
фигурВ замФяены величинами соотвБтетвенно однородными, и 
чтобы длины двухъ соотвЬтетвепныхь лин и синуеы двухъ 
хоотвфтетвениыхь угловъ имзли между собою всегха конечное 
отношене; вирочемъ неважно, если это отвошеше проязволь- 
но измфияетея съ переходомь отъ одной части фигуры къ дру- 
той, лишь бы оао не обращалось вивогда ни въ пуль, ни въ 
безвонечность. Навовець очевидно, что при тавомъ широкомъ 
выборф слфдуеть стараться, чтобы въ объяснительной фигур8 
отношене величинъ ве удалалось слишкомъ отъ извфетнаго 
средняго значеня. 

Въ тавомъ случаф ясно, что если у геодевическаго тре- 
угольника, о которомъ мы раньше говорили, всВ вершины в&- 
ходатся на конечныхь разстоящихь, онъ можеть быть пред- 
ставленъ кавимъ угодно плосвимъ треугольнакомъ. Этим плос- 
кимъ треугольником мотъ бы деже быть тотъ прямолинейный 
треугольник, который служить изображенемъ геодезическаго 
н& вепомогательной плоскости; этот» прямолинейный треуголь- 
викЪъ лежаль бы весь внутри предёльваго круга. Можно бы- 
© бы еще, смотря по обстоятельствамъ, предпочесть вриво- 
линейный треугольникт, котораго углы были бы напр. равны 
угламъ геодезичесваго треугользика. Но если предположить, 
что вершины геодезическаго треугольника неопредфленио уда- 
даются и уходать въ безконечноеть, то ясно, что, между тВнь 
кавЪъ геодёзичесый треугольникь прохолжаеть быть фигурой, 
существующей на поверхности и имфющей всБ точкя, ясклю- 
заа вершвнъ, на конечныхь разстоанхь, —объясиительная фе- 
гура не могла бы быть коиечиа во зсфхь ивправлещяхь, не 
наруная какихь либо изъ тфхъ услоый, которыя был нама 
формулировавы. Напрем. прамолиневный треугольникъ, изо- 
бражающЕЙ ва вспомогательной плоскости геодезичесвай тре- 
угольная, имёль бы конечные углы, между тВыъ кавъ углы 
теодезическаго треугольника были бы развы нулю; криволи- 
нейный треугольник», котораго стороны были бы другъ въ 
другу васательны въ вершинахъ, нарушалъ бы похобнымъ-же 
образомъ условя, установаенныя вами; еели бы взять двё точ- 
хи 6, с (фиг. 2) ва сторовахъ, ветрфчающихея въ вершин а, 
то позучаляеь бы разстоянзя аб и с, отношеше котерыхъ бы- 
10 бы въ объяенительномъ треугольник® конечно и безконеч- 
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но вь треугольник геодевическомь. Чтобы устранить это не- 
согласйе, слЗдовало бы, чтобы всф разстояня, аналогичных $е, 
были равны нулю въ объяевительной фигурВ, зто можно бы- 
ло бы осуществять только тёыъ, что дать этой фягур® рас- 
половене фиг. 3, гдф точка 0 соедяняеть въ одной себб изо- 
бражене всфхъ точекъ, расположенныхь ва ковечномь раз- 
Стоян въ геодезическомъ треугольние®. Тажою фигурою пред- 
ставилея бы геодезичесый треугольникъ при разснатривавя 
его сквозь оптяческое стекло, инфющее свойство (воображзе- 
мое памя) производить безконечно-больщое уменьшеше. Въ 
самом хёлЁ, при тавомъ предположени, всБ конечныя раз- 
стоян!я предетавлялись бы равными нулю, & безконечныя раз- 
стоявя конечными. 

Это въ сущнобти согласуется съ тВиъ, что Гауесъ заы$- 
тилъ въ своемь письиЪ къ Шумахеру отъ 12 Золя 1581 г. 
(Сы. приложене къ переводу НойеГя беотевиаеве Ошщегаи- 
свопаеп афег Твеоге Чег РагаПеЙицеп Лобачевскаго ‘}), въ 
Боторомъ онъ прибаваяеть еще, что полупериметрь неевкдило- 
ваго круга радёуса о равенъ 


1 Е — 
5 п ( её — с 


}, 
тд Ё ностоянное, Это постоянное, которое по словамъ Гаус- 
са, имфеть, кажъ увазываеть намъ опыть, весьма большое зна- 
чен!е сравнительно со вебытъ, что доступно вашему изи рено, 
©» вашей настоящей точки зря и въ силу формулы (8) 
ееть, не что иное, казъ радусь исевдосферической поверхнос- 
ти, которую мы безъ нашего вФдома зводимъ въ планиметр!ю 
вифсто Еввлидовой плоскости взждый раз, когда ваши со0б- 
равен!я основываются только на поеылкахь, выбющихь ме 
то одновременно и для плоскости, и для всёхъ поверхностей 
увазаннаго класса. 
=. 


Если мы желаемъ согласить боле конвретнымъ обрезонъ 
псевдосферическую геометрию съ неевклидовой планинетрей, 
то необходимо внимательно изслёдовать аналвтическое выра- 
жене, употребленное нами дла представлея линейнаго эле- 
мента пеевдоеферической поверхности. И прежде всего раз- 
смотримь сябдующЙ вопроеъ: „должны ли дв названных на- 
ми основными геодезичесвя лини быть избраны кавимъ ли- 
бо особеннымь образомъ, чтобы линейный элементь пызль 


1) Сы. выше стр. И 
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указанную выше форму“. Казалось бы, въ самомъ - хз, 
зто ихь можно бы избирать произвольно, потому что, ев- 
дя всякая часть понерхности можеть быть вавъ угодно ва- 
зожена на ту же поверхность, леяо, что дз кавя угодно ор- 
чтогональный теодезичесыя лиши, расположенныя па этой чае- 
ти, можно привести къ совпадению ‘съ двумя какима угодно 
другими также ортоговальными геодезическими лишями. Тавъ 
вавъ поднятый нами вопросъ существенно важенх дхя нашей 
дфаи, то намъ везадось подобающимь посвятить ему примф- 
чаше П, въ которомъ, доказывая прямо, что основных геоде- 
зичесвя лави произвольны, мы въ тоже время обнаружива- 
емъ, что веявая часть поверхности можеть быть назожена 
Бавъ угодио на туже поверхность, причемь нфтъ вужды до- 
пускать кавихь либо предварительныхь свёдфай по этому 
предмету. 

ВелЪдеть!е этого и изложенныхь уже основав] й, теоремы 
неевклидовой планиметрйи, относялияся къ плоскимъ прамолн- 
нейнымь фигурамъ, необходимо имфють мфсто также для ана- 
зогичныхь геодезическихь фигуръ, начерченныхь на. пеевхо- 
сферической поверхности. Таковы налр. теоремы $$ 3—10, 
16—24, 29—30 ит. д. „беошейаяеве Изиегзасвитает“ Ло- 
бачевскаго '). 

Разсмотримъ теперь дв геодезическя лини, проведен- 
ныя изъ данной точки параллельно данной геодезической ли- 
ви. Пусть д ееть длина геодезической нормали, опущенной 
изЪ этой токи на данную геодезичесвую лавю. Эта нормаль 
дЬлить пополамь уголь, составленный двумя параллельными, 
ДЬйствительно, если отдлить полосу поверхпости, завлючен- 
вую между геодезическою нормалью, одною изъ параллель- 
ныхъ и соотв тственною позовиною данной геодезической лин, 
перевернуть ее и наложить снова ва поверхность танъ, чтобы 
нормаль совцала сама съ собой, между тЁмъ какъ одна поло- 
виза геодезической ли пошла бы по направлено другой ея 
половины, то яено, что параллель, ограничизающен полосу, 
должна упасть на другую параллель: иначе черезъ данную 
точку можно было бы провести болфе двухъ лин!, параллель- 
ныхъ данной геодезической лини. Назовемь узмомз парилае- 
лизма уголь, образованный каждою изъ параллельныхь съ 
нормалью, и обозначимь его 4. Для вычислейя этого угла 
примфниму наше авклитическое рёшеше, помфщая назало 
{и—0-=0) въ данную точку и направляя основную геодезичес- 


. 3} Си, Собрыше сочиненЁ по геометрия В, И. Лобачевокаго, томъ И. 
тр. 553. 
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хую линю о-=0 нормально въ данной теодезичесвой лини, 
такъ что эта послдьзя представатея уравнешень: 


$ 
= ат, 


что легко выводится изъ формулы (7’). 

Этой геодезической линк соотв тетвуеть на вепомогатель- 
вой плоскости хорда, перпендикулярная въ оси 2, раздВлен- 
вая этой осью поподамъ, и одинъ изъ концовЪ которой иыф- 


еть ординату, разную 


а 


Эта точка предёльнаго круга опре- 
вор 


дБляегь рамуст, уравнене котораго 


--8 
эй 


и которому соотвЁфтетвуетгь на поверхности одна изъ раземот- 
р®нныхь параллелей; такъ вавъ углы около начала равны на 
поверхности и ва вспомогательной плоскости, то очевидно мы 
должны ямёть 


отуднеть а, =Ь (9) 


формулу, представхяющую искомое соотнощеще между нор- 
мальнымь разетоянемь д и угломъ параллелизиа 4 Она с0- 
впалаеть съ выраженемь, найленнымь Баттальини (Суоги. 
Маешайсве, т. У, стр. 225.—Моцуе!ез Авомез 4е Мыйв- 
тайааез, 2-е вёте, т. УП, стр. 367). Для сравнешя ея съ 
формулой Лобачевекаго достаточно написать ее въ вид» 


25 8 
г Ее В -0 


и получить отеюда 
= — оз 
А 


Нижи! знавъ нельзя допустить, тавъ кавъ количество 


8 
р зещественно; итак 


1 — 
1919 34=е Е 


формула, отличающаяся отъ формулы Лобачевеваго (@еоше- 
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гаеве ОлбегвиеБаоеет № 38) только обозначенями и выбо- 
ромъ единицы. 

Обовначая П(2), вавъ это дБлаеть Лобачевсый (№ 16), 
утолъ парзалешизма для взатаго по нормали разстояя 2, иы 
получимт посредетвомъ уравненя (8) елдующее: 

# 


1 УЕ 
воз. — И’ эй ,= со ГК) , (10) 


Изь заыБчаюя Миндинга (Топги. СгеПе, т. ХХ, етр. 325), 
подробно разватаго Кодацци (АппаН ТогюН, 1857, стр. 254 
и слёд.), известно, что обыкновенныя формулы, отноеянйяся 
ъъ сферичесвимь треугольникамъ, превращалтся въ форуулы 
для геодезическихь треугольниковъ поверхностей съ постоян- 
кой отрицательной кривизной, если умножить на УТ от- 
нотшене сторонъ хъ радусу и оставить безь измфнешя уг- 
зы, что сводитея на зам ну круговыхь фунец!Й сторовъ фун- 
ЕЩами гиперболичесвими. Напрямфръ, первая формула сфе- 
рической тригонометрия 


ь ИН 
ыы 608 НС, + ‚р -б08-А. 


обращается въ 


а % с ба 6 
ой, = со совЪ т, — эти 3008. 


Бели ввести посредствомъ формулъ (10) вифето сторонъ 
@, 6, с соотвфтственные углы паралледизыа, то это соотноше- 
не превращаетея въ слдующее: 


ЗЫ зе е _ 


608 Асов (а)соз (с) + ва 


, 


одно изъ основныхь уравневй нееввлидовой планиметрии (@е- 
отшейуасве Отёегзиевийает, $ 37). Друмя получаются подоб- 
нымъ же образом °). 

Изъ предыдущихь ревультатовъ, намъ кажетея, вполвЪ 
выяевяетея соотаВтетве, существующее между веевилидовой 
планиметрею и псевдосферичеекой геометруей. Для подтверж- 
дея того же съ другой точки зря мы установинь еще 


3) Обратный перехоль отф этихь уравнев! къ уравнешямт аферичес- 
кой тригонометин бндь уразань Лобачевехных ($ 74), но проето, какъ ана 
"Нетическй фаре. 
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прамо поередствомъ нашего анализа теорему о сумиВ трехъ 
углов треугольника. 

Разсмотримъ прямоугольный треугольникъ, образованный 
основною геодезическою лищей 9—0, одною изъ перпендику- 
ларныхь геодезическахь зав! и—6с078{. и геодезической ли- 
Чей, выходящей изъ начала подъ угломъ 6 и имфющей урё- 
вненемъ 

= ая. 


Назовемъ и’ трейй уголъ этого треугольника. Утолъ, 
соотвЁтетвующИй ему на плоскости, есть 90°—4, п потому 
соотношене, установленное ранфе между соотвётетвенными 
углами на поверхности в на плоскости, хаеть 


папу! = ОЗ 
ор: 


, 


откуда видно, что при 2 остром и’ также острый. Тавъ 
хакъ = и иам, то эту формулу можно написать, принимая 
радикаль положательнымь, тавъ: 


азтри4и 
и") Улсовчи— 


Ульи 


тд’ 


выражеше праращеня, получаемаго д’, вогда, сохраная 
постоянвымь, будемъ перемфщать катеть, противоположный 
угау 42. Есжи теперь интегрировать по + элементь поверхности 


Фидо" БО" = Ви — 6, 
(ии 
между предфлами "-—0 и т-=шщаяди, отвуда получимъ 
. 
р мяч 


то мы имфемъ приращеве площади резематриваемаго треу- 
тольнива, получаемое ею, если перемфщать катеть, протаво- 
положный углу 4. Нитеграруя снова между ш’—90°—и и 
и’ = и’ (изъ этих значев!@ перзое очевидно соотвфтетвуетв 
%=0), ваходамъ 


85-м) 


зыражене всей площада прамоугольнаго треугольника. Отъ 
2 


— 18 — 


этого выражевын легко перейти къ выражению площеди вакого 
угодно геодезическаго треугольника АВС, раздёлая его на два 
прамоугольныхь треугольника геодезичесвою лищею, проведен- 
ною черезъ одну изъ вершинъ перпендикулярно въ ипротиво- 
положной сторонЪ; таваиъ образомъ находимъ: 


Ея—А-В—0). 


Тавъ казъ это выражене должно быть положительно, 
то оно повазываеть, что сумма трех» угловъ какого угодно 
геодезичесваго треугольнивй нивогда не можеть превосходить 
180°. Еелибы эта сумма равнялась 180° въ какомъ нибудь 
треугольник конечныхь размфровъ, то Е должко бы было 
равнаться со, и тогда во велкомъ конечномъ треугольниЕ® 
было бы также А+В+С=л. Но дан В-со уравнеше (9) 


п 
дветь 4 = >; поэтому уголь паразлелизма быль бы необхо- 


р 
димо прямой и наоборотъ. Это тЬже заваюченя, въ вото- 
рымъ приходить и исевкдидова геометрия 

Треугольникъ, образованный геодезической линей и дву- 
мя теодезическими люшами, проведенными ипзраллезьно пер- 
вой черезь выфшиюю точву, иметь два угла, равные нулю, 
и трет, равный 24; поэтому площадь его конечна и опре- 
дёляется формулой 

А(л--24), 


или, по уравненю (9), 


2 В’атаатуьйо) ‚ 


тд д есть разстояве точки оть геодезической зини, Для 
В очень большаго это количество почти равно 208 и потому 
безконечно для плоскости, канъ извфетно, но безконечно един- 
ственно в5 этомъ случа. 

Теодезичесый многоугольниеъ, котораго всё вершины въ 
безконечности] имфеть площадь конечную я опредфаенную, 
значене которой лА" независить отъ его формы. 

Геодезичесьй многоугольникъ о # сторонахъ, котораго 
внутренне углы суть 4, В, С.., имфеть хля своей площади 
выражеше . 

]. 


Если всё вершяны иногоугольникь въ безконечности, 
то площадь его, обстающанся вонечною, приводитея въ 
("—2)л' исяфдовательно не зависить оть его формы, 


Ее -з)л—А—В—С 


—19- 
< 


Перейденъ теперь въ изучению кривыхь, которыя мы 
жазвали, какъ это уже принато, геодезическими окружноетами. 

Въ конц примфчаня П мы нашли, что геодезическая 
окружность, инфющая центромь изкую нибудь точву (и, 6.) 
и геодезическимь ращусонъ 0, представляется уравнешемъ: 


(11) 


Ув 


Это общее уравнене будетъ наиъ полезно даяфе; но те- 
перь мы можемь воспользоваться упрощеняии, которыхъ хо- 
стигнемъ, предположивъ, что нача10 (#=0=0) помфщено въ 
центр# разсматривзеной овружноети. Давая звыраженю ли- 
нейнаго элемента (какъ въ прим. П) виль 

во*(аи*-- де") (ии --о@в)* 
а ве 7. и } 
м полагая 
#— 1008, 9—7, 


получаемъ для этого ливейнаго оземента эквивалентное вы- 


ражеше 
— В [(- 44") ы + а" 


(: ия) а'—" 


Но, назызая О геолевическое разстояне точки (и, 9) яда 
«г, Ф) оть начала, инфемъ, кавъ известно 


поэтому 
, 
43* 90° + (Взтй 2) ад’, (12) 


уже извфотное выражеше линейнаго элемента исевдоефериче-. 
<Е0й поверхности, 

Это выражеше имфетъ каноничесый видъ линейнаго эле- 
мента поверхности вращеня. Но вужно замфтить, что въ иа- 
стоящем случаЪ нельза быль бы наложить ва самомъ дфлВ 
на поверхность вращеня лсевдосферичесый вырзокъ, окру- 
ЯаюгИй точку (и-0=0), не нарушая непрерывностя, поеред- 
хтвомъ нёкотораго сфченя, сдбазннаго въ этомъ вырфзка, 


2* 
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начинаи отъ точки (#и=9=0). ДЪйствительно, еслибы предпо- 
зоженная поверхность вращен/я существовала безъ этого усло- 
вя, она ветрёчала бы свою собственную ось въ общемъ цен- 
трё © = 0) всфхь геодезическихь окружностей о = 075. и” 
потому имёла бы въ этой точкЁ 00 свои Еривизны одного 
знака, что везозножпо, потому что у исевдосферяческой по- 
зерхности всё точви зиунерболическя. Та - же невозиожность 
обнаруживается изъ разсмотрвя того. обстоятельства, что, 
еела бы ве производить сБченн, 0 которомъ мы тольЕо что 
товорили, перемвнная © представляла бы долготу перемфиваго . 
мернжана и потому ражусь параллели, соотвфтетвующЙ дуг 


зеридана, быль бы Вань. Изыввеню этого радуса было бег 


елёдовательно сов 40, т. е. >80, что велф по, тавЪ вадъ 


измфйене, о которомъ идеть рёчь, равняется проэкци 40 на 
плоскоеть паразлели, 

Выражене (12) линейнаго элемента, хотя лишено удобств, 
связанныхь ©ъ употреблешемь нашихъ перемфнныхь % и т, 
можеть быть иногда полезно велЪдотве его простоты. Оно 
примЪнается, напр. для опредфлевя тантенщальеной кривизны 
теодезичесвихь окружностей, которая для окружности радуса 


йа 
периферии теодезическаго круга и зависить только отъ раду- 
са. Это свойство можно вамфтить & ргог, наблюдая, что 
Часть поверхности, ограниченная геодезическймь Еругомх, мо- 
жеть быть назожена кавъ угодно на туже поверхность, при- 
чемь контуръ ея никогда ве перестаетъ быть геодезическимь 
вругомъ, имфющимь центръ въ той тозчЕЪ, въ которую быль 
помфщев» первозачальный пентрь наложенизго геодевичесваго 
Еруга- 

Теорема: „теодезическя лани, возставленныя нормально 
въ серединахъ хорлъ геодезической окружности, перес$каются 
368 въ ея центрЬ“ доказывается, вакъ соотвётетвующая те- 
орема обытновенной планиметр!я, изъ чего заключають, что 
построеве центра окружности, проходящей черезь три точки, 
не лежапфя иная одной и той-же геодевической лини, ‘вполн® 
аналогично обыкновенному поетроению, такъ что эта овруж- 
ность всегда единственна и опредёленна, 

Но здвеь является затруднеше. Такъ какъ три точея 
поверхности выбраны произвольно, то можеть случиться, что- 
теодезичесыя лини, возставленные церцендивулярно въ д 


о ваввь ————; итак эта кривизна постоянна вдоль веей 
Чад 
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„яыт, соехинающимь три взатыя точки, въ ихъ срединахь, не 
ъпереефкаются ни въ какой вещественной точк® поверхности; 
и потому, если присвоивать назван!е геодезичесвихь овруж- 
ностей только тВиъ кривымъ, воторыя описаны концомъ не- 
изифняющейел геодезической дуги, вращающейся вовругь ве- 
цественной точки поверхности, то необходимо признать, что 
нельзя всегда провести геодезяческую окружность черезь три 
точки поверхности, избранных прочзвольно. Это согласно, ши- 
1268 пиНап@ в, съ принципами Лобачевскаго (беотлебясте 
ЧУщегзасвиореп № 29). Но такъ какъ геодезичесым лини 
поверхности всегда изображаются хордами предфльнаго круга, 
то, если какя-кибо хорды, будучи продолжены, пересфкаются 
вЪ ТОЧЕЪ, паходящейся внф круга, позволительно считать, 
что соотвфтственныя геодезическя хашя имфютЪ н%которую 
воображаемую общую точку, и что ихъ ортогональныя траек- 
тори въ нфкоторой степени аналогичны геодезическимъ окруж- 
востямь въ собственвомь смысл слова. 
Найдемт прямо уразнеше этихъ траевторй. 
Уравнене 
9—®, = (ии, 


предетавляеть систему геодезическихь лин, выходящихь изъ 
точки (и., %,), вещественной или вообрьжаемой, смотря по- 
тому, будеть ли и,'+ 0," менфе или бодфе а’. Дифферевц- 
‘альное уравнеше этой ‘системы есть 


и потому дифференщальное уравнене ортогональной системы 
будеть 


[Вии,) + Ве, У -+ [Е и—и,)+ Че) ве =0 


т. е. для настоящих значени Е, Еа& 


* потому 


есть конечное ураввеше геодезическихь окружностей, пони- 
маемыхь въ болфе общемь смысл, т. е, при кавомъ угодно 
‘центр (м,, 9,), вещественномь или воображаемонъ. 


— 99 — 


Когдв этотъ центрь вещественнъ, его разстояве отЪ. 
кривой постоянно по хорошо извфетной теорем; въ сакомь 
АБяЬ, означая это разетояне буввою о, инфенъ, еравнивая 
5 уравнещемь (11): 


Въ отомъ случа ясно, что между значеняыи, воторыя: 
можео допустить для постоянной О, не ввлючено звачене, 
равное вулю, потому что геометрическое мФсто, соотвфтетву- 
ющее этому предположению, будучи представлено на вепомо- 
гательной плоскости прамою, зеващею внф предфльнаго вру- 
та, приходится дфликомъ въ воображаемой области поверх- 
поста. 

Ботда же, наобороть, центръ еоображаемь, то понате 
геодезическаго рад1уса не существуеть; но постоянная С’ мо- 
жеть подучить нудевое значеше, потому что уравнене, выте- 
ваютщее для этого случая 


а'—ии— 10,0 


„предетавляеть на вспомогательной плоскостя хорду предфяь- 
наго круга и именно нозяру вннней точки (и, 9,). Это. 
уравнене опредфляеть вещеетвенную геодезаческую хин! по- 
верхности; слфдовалельно можно изъ этого заключить, что 
между безчисленнымь множествомъ геодезическихь окружно- 
стей, инфющихь одинъ и тоть же воображаеный. центръ, 
всегда существуеть дфйствительно геодезическая хив!я и при- 
томъ тольво одна, тавъ что геодезическя окружности съ в0- 
ображаеныиъ центромъ могутъ быть такъ же опредфляемы, кавъ. 
кривых, паразлельныя (геодезически) дфйствительныхь геоде- 
зичесвиме лиюмяиъ. Это послфднее свойство было уже зам- 
зено г. Баттальнаи въ другихь выраженахь (Мопуе!ев Ап- 
1а1ез 4е Майшет., 2 серы, т. УЦ, стр. 272, 1. с. р. 328). 
Итакъ мы видимт, что между тАмЪ наБЪ БА "сферической по- 
зерхноети понят е о геодезической окружности и поняе о. 
кривой, параллельной геодезической лини, совершенно со- 
впадают одно съ другимъ,—на поверхности исевдосфериче- 
ской они наобороть представлають равличе, зависящее отъ. 
того, будеть ли ихъ центръ вещественным или воображаеннмъ, 

Тавъ кавъ всякая геодезическая окружность съ вообра- 
жаемымь дентромъ равно отстоять во вебхъ своихь точвахь 
оть опредфленной геодезической хиши, то допуствмъ, что 


_%3-— 


этою послфднею служить сама лин 9-=0, что веегда можно 
предположить, и назовемъ & геодезическое разстояне точки 
(м, $} оть этой основной геодевичесвой лимя. Это равстоя- 
ие измфряется на одной паъ геодезичесвихь ли систехы 
4— 018, и дается формузою 


Уи +6 


:-Ву 
у, 


Предиолагая & постояннымъ, получимъ отсюда уравнеше 
меду м и о какой угодно изъ геодезическихь окружностей, 
имфющихь центръ въ воображаемой точк® зетрёча вефхь 
теодезическихь лин, кормальныхь въ ливш 9—0. 

Назовемь у дугу геодезической лини о--0, заключенную 
между началомъ и нормахью #; ея величина опредфляется 
уравнененъ 
аа 
а—в° 


„-8 199 


'Изь двухь послфднихь уравнен: получаемъ 


т ато я 
2 = ато, =, 
В 
со8% 1, 
Е 


откуда 
О 


В т 
608%" 1.08% Б- 


маи = 
Такимъ образомъ при звы#нЪ перемённыхь % и пере- 
"фнвыми & и 7) выражеше (1) обращается въ 


ы ЧА (14) 


выражене, характеризующее поверхностя вращения. 

Означая букеою г, радусь наименьшей параллели этой 
поверхности, соотафтствующИй очевидно &=0, и буБвою к 
ралусъ параллели &, имфемъ 


= Е о с 
тт, 6088 Я 1 потому Е Ззй У - 
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СлФдовательно, пояеъ пеевдосферической поверхноети, 
который можеть быть вещественно преобразован въ поверх- 
ость вращеня, опредфлень услошенъ 


та зил "< 
(вв) < 

т. е. онъ заключень между двумя геодезическими окружно- 
стями, разноотстоящими отъ геодезической лини &-0, во- 
торая располагается по навменьшей параллели. Шаряня это- 
то пояса зависить отъ радуса, который желають назначить 
хля наименьшей параллели, и имфегь тёыъ большую вели- 
чину, чфмъ этоть радусь меньше. Длина пояса неопред- 
ченна, и потому онъ назертываетея безвонечное число разъ 
ка поверхность вращен1я; при этомъ слфлуеть замфтить, что 
точен, налагающияея такимъ образомъ одна на другую, долж- 
ны быть всегда разсматриваемы, вакъ различныя точки, ина- 
че теорема, что черезъ двф точки поверхкости проходить 
только одна геодезическая ляшя, перостала бы быть спра- 
ведливою. Иными словами придется поверхность вращеня 
разсматривать, кавъ предфль геликонда, котораго шаг стре- 
мится въ нулю. Об крайя параллели имфють радусъ, 
равный УЯ"++.*, и плоскости ихъ суть умбиликальныя ка- 
сательныя въ поверхиости. 


Между геодезическими окружностями съ вещественными 
центромъ и геодезическами окружноетяыи съ центромъ во- 
ображаемымь находятся, кавъ переходныя фигуры, теодези- 
чесыя окружности, имбющя центръ въ безковечности; этк 
овружностя заслуживаютъ изученя велёдетые своихь весьма 
замфчательныхь свойствъ. 

Общее уравнеше этихъ окружностей сохраняеть форму 
(13), потому что разсуждене, которое наеъ привело въ ура- 
внению (13), пмфеть мЪсто для вовхъ положен центра. Но, 
если сравнить это уравнене съ уравнемежъ (11), въ кото. 
ромъ количество Уд?—и*, —9* или 0, стремится нъ пулю, 
когда центръ уходить въ безконечность, между ТЁмЪ какъ 
пря томъ же предположени, второй члень неопредфаенно 
зозрастаеть, то видно, что произведене чи,созй ©. стремится 
въ понечному значешю, къ которому, очевидно, стремится 

1 в 
тавже пропзведеще: 0, Е. Если же выфсто о подставить 


'—0, то уразвнене (11) можно написать тавъ: 
‚— 6: 


слфдовательно, оставляя о конечнымь и заставляя ©’. неопре- 
дЬленно возрастать, между тфмъ кавъ м, стремится въ пулю, 
получимъ вв предёль 


тдв # постоянная. При тавохь представяени системы геоде. 
зичесвихь окружностей, инфющихь центрь въ безконечно-уда- 
ленной точкф (и,, ®,), параметрь © выражаеть постоянное 
разстояе между какою либо одною изъ этихъ овружностей 
и нёвоторою опредфленною и, оставаясь положительнымт, воз- 
‘растает, начиная отъ этой нослфдней окружности по вапра- 
вленю въ безконечно‘ удаленному центру. При #-а овруж- 
ность 0-6 обращается въ окружность, проходящую через 
точку (и=9=0). 
'Еели съ полученнымь такамъ образомъ уравненень 


аи, 


Ури 


комбинировать уравнене 


=в—# (15) 


и 16 
—ии,—т, В @8) 
и если имфть въ виду соотпошене м,*-+9,*-—4*, то найдемт, 
что линейный олементь (1) принниветь видъ 


азарте ав, 97) 


который снова характеризуеть поверхность вращен!я. 
Назытая буквой у, ражусь параллели 0-0, которой ду- 
тв есть 6, и буквой х ‘радусь параллели 0, получвемь 


р 


т=т.е В, 


а потому поверхность вращеня вещественна только между 
. у. 
предёлами, опредфленными соотнотенемь 0>. 109 ро такъ 


что овружноеть 0-0 можеть обратиться вещественнымь об- 
разомъ вь параллель тольво при у, <. Рамусь намбольшей 
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параллели есть Е, соотв тетвующИй значенно ©- Вия 28; сл5- 


дозачельно, при приличномъ выбор ,, эта параллель можеть 
быть покрыта какою либо изъ раземотрнныхь окружностей; 
иашр. при”, — В мы имфемъ саму начальную овружноеть 
0—0. Наямевьшая параллель соотвбтетвуеть 0-00, и рад- 
У6Ъ ея есть нуль, тавъ что поверхность зращешя прибли- 
эжается съ одной стороны ассинптотически ЕЪ своей оси, меж- 
ду тфыъ какъ съ другой ограничена плоскостью наибольней 
параллели, которой она и касается. На эту поверхность на- 
зертывается безчислевное множество разъ зеевлосферичесвая 
поверхность, ковчая лишей о—0, если х, — В, 

"Тангенуальная кризизно какой угодно параллели окд- 
зызается разною-, ‚ т. е. она одинакова дан вофхъ паралде- 
лей. Равуеъ же тангенщальной кривизны параллели ееть не 
что иное, какъ часть касательной въ мерижану, завлюченизя 
жежду точвою васаыя (на разсиатриваемой параллели) я осью. 
Слфдовательно для’ поверхности вращен!а, о которой идеть 
р№чь, эга часть касательной постоянна; меридональная кри- 
зал есть изыстнал лишя равныхь касательныхь, а произве- 
дениая ею поверхность есть та, воторую обыкновенно раз- 
сматризаютт, вакъ типъ поверхностей съ постознной отрица- 
тельной кривизной. (Ллувилль, иримфч. ТУ въ „Аррисабол ве 
РАпщузе & 1& @бошёйле“ Монжа). 

7ь другой стороны, теодезичесыя окружности съ без- 
зонечно удаленнымь центромъ соотвфтетвують, очевидно, пре- 
дЬльнымъ лишамь (орицикламе) геометри Лобачевекато ((е- 
от. Чи. №№ 31 к 32). Удерживая это назван!е, мы ноженъ 
поэтому сказать, что енстемь вонцелтрическихь предфльныхь 
лин! превращается, посредетвомь подходящаго сгибая по- 
верхности, въ систему параллелей поверхности вращения, про- 
изведениой ливею равныхь касательных. 

Чтобы доказать соотвётетье нашихъ предфльныхь ли- 
я съ предфльными зишами Лобачевеваго, замтямЪ, что дву- 


транному углу я двухъ меридональныхь плоскостей соотвфт- 


схвуютъ, на параллеляхь 0, и 0,, двЪ дуги 8, и ,, опредё- 
ляемыя ураввенямя 

_в — 

= В з-е Е 


отЕуда, называя т разстояне 0,—0,, получаемь 


=В 
= В, 
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формулу, совпадающую съ формулой Лобачевскаго (№ 33}, 
исключая обычнаго различ! я въ выбор единицы. 

Выраженше (17) ливейнаго элемента независять отъ ко- 
орхивать (и,, ®) центра раземотрфнныхь предфльныхь яи- 
НЙ; сверхъ того мы видфли, что каждая изъ предьяьныхь. 
лин данной системы можеть принимать положен!е наиболь- 
шей параллели. Поэтому можно отсюда зааяючить, что лаф 
произаольныя предфльныя лини поверхности могутъ быть. 
всегда наложены одиа на лругую. 

Черезъ двф точки поевдосфераческой поверхности про- 
ходять всегда дв предфльныя ливш, воторыа опредфлатся, 
еслв черезь середину геодезической лини, соединяющей ихъ, 
провести перпепдикуларную 5% ней геодезическую дано, ко- 
торой двф безкопечно удаленных точки и суть центры иско- 
мыхъ предфльныхь лин. Дуги этихъ предфльныхь лин, 
заключенныя между данными точками, имВють одну и туже 
даиву, зависящую исключительно отъ геодезическаго разсто- 
ня между данными точками. Назызая буквой о это разето- 
зе и буквой б длину этяхъ дугъ, можно легко найти пра 
помощи уравнеяя (15) п (16) (здесь о имфетъ однако дру- 
гое значене) формулу 

те 
в, 
представляющую замфчательную аналог съ хорошо иззфет- 
ной формулой, дающей хорду въ функши дуги, стагиваемой- 
ею въ кругВ радуса В‘). 
хх. 


Вышеизложенное, намъ кажется, подтверждаеть во всёхъ 
отношеняхь возможность обфщаннаго истолкозашя неевкли- 
дозой планиметр!и поередствомъ поверхностей постоянной от- 
рицательной кривизны. 

Свиз природа этого истоакованя позволяеть безь тру- 
ха предвадёть, что не можеть быть аналогичнаго объяене- 
н1а, етоль же редльнаго, для неевклидовой стереометри. Въ 
самомь д6лф, чтобы дойти до тозько что издоженнаго объ- 
чененйя, потребовалось звыФнить плоскость поверхностью, ве 
приводящеюся въ плоскости, т. е. такою поверхностью, кото- 
рой линейный элементь никоимъ образомъ не можеть быть 
приведенъ въ виду 

Уд + 4у, 

2) (би. Быталиви, выше увазанитю статью, стр. 220 и латже нашу 

заифтку, поифщеюную 25 АппаЙ @Е МафемеНоа, т. УТ, 1865, слу. 271). 
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жущественно характеризующему плоскость. Слфдовательно, 
если бы у насъ не было сзфдфнй о поверхноетяхь, не со- 
выфщаемыхь с5 плоскостью, вамъ было бы невозможно при- 
дать настоящее геометрическое значеще изложенному постро- 
энлю. Авахогя естественно заставляегь думать, что, если 
можеть существовать подобное построек! для неевклидовой 
‘етереометри, —построен!е это должно быть выведено изъ раз- 
<иотр8ня пространства, котораго линейный элементъ не могъ 
бы быть привелень къ виду Уйл + 4у" +42", существенно 
харзктеривующему Евкладово пространство. И такъ вакъ до 
ихъ поръ у насъ, важетея, нфть поняйя о пространств, 
отхичномъ оть Евклихова, или по крайней мфрф поняе о 
немь выходять изъ области обыкновенной геожетр!н, то есть 
основае предполагать, что, если бы даже аналитическя со- 
‘ображеня, на которыхъ основываются предыдущ!я построе- 
на, были доступны распространекю ихЪъ оть случая двухъ 
перемфвныхь къ случаю трехъ перемфвныхь, результаты, 
при этомъ получаюлиеся, не могли бы одваво быть построены 
‘обывновенною геометр!ей, 

916 предположене пробрётветь стенень фроятности, 
весна близную въ доетовёрности, если на самомъ дфл по- 
пытаться раепростравить предыдушйй анализь на случай 
трехъ перемфнныхь. 

Дайствительно, если положить 


Е ети" ода а" "ан + 


— (а’—#—ци та" 1 ый + иво +2аи], — (18) 


что предетавляеть формулу, составлене которой & рю 
пря помощи трехъ перемфнвыхь &, %, о вытекаеть изъ раз- 
«мотрёшя формулы (1) дяя двухъь перемфуныхь %, о, то 
зегко убфдиться, что аналитичесве выводы, поторые можно 
было получить изъ выражена (1), существують всещфло для 
новаго выраженя в что значене 48, даваемое этимъ послФд- 
нямъ, есть на саномъ дВлф значене зинейнвго элемента того 
пространства, вЪ которомъ неевклидова стереометр!я нахо- 
дить себф настолько же полное толковане, говори аналипии- 
чески, вакъ и толковане, данное выше для планиметрии. 

|: есзи перем нныя фи, ® звыбнииъ треия новыми 
9, 21, 0, ПОЛОЖИВЪ 


#170080, #-=73010,6080,, + =У5тО, О, 


ю,, то, 
‘о 
40, 


э, 
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то получвется формула 
. 
4'—40'+ (Вий. (9, '+ 9’, а6,"), 


показывающая, что 0, ©, и 0, еуть криволинейныя ортого- 
нальныя координаты разематриваемаго пространства. 

Но Даме доказань (Тесонз зиг 1ез соогдоливев сагуЕ- 
Белев, стр. 76 и 78), что евли привать 38 криволивейныя 
координаты точекъ простраяетва параметры 0, 0, ©, трех 
семействь ортоговальныхь поверхностей, причемь квадрать 
`разстоява двухъ безконечно близиихь точеяъ представляется 
выражешщемь вида 43" = Н'4о*+ Н, *40, *-+ Н,*40,*, то три 
функции Н, Н, и Н, перенфивыхь 0, 0,, 0, входацИя въ 
это выражеше, непрехфило удовлетворяют» двумь различ- 
нымъ системамь, причемь каждая состоить изъ трехъ урав- 
нев съ частными производными, имфющихь типомъ слёду- 
ющы два уравнекя: 

Фен тан ан, тан ан, 

4,4, В, 4, ° 46, И, 4,’ 4, › 
4 ав, а ЧН, „98. ЧВ, 
4е,\Н, 4,7 46.1, 4,’ ТН, 40° & 


Въ наетоящемь случа 


Н-1, Н-Вй с, Н,- Ви вто, 
в для этикхь значей три первыя уравневя удовлетворены: 
тожественно; но три посяфдейя уховлетворяются только при 
Е=оо. Итакь выражеше (18) не можеть прянадлежать ли- 
нейному элементу обыкровеннаго велилова пространства, 
и формулы, основанных из этом выражены, ве могутъ быть. 
построены ипосредетвомъ фигуръ, которыя даеть памъ обыв- 
новениая геометр/я. 

Чтобы пополнить доказательство невозможноети дойти 
до построен я неевьлиловой стереометруи, пе покидая обла- 
сти обыкновенной геометр!я, нужно быле бы быть въ состо- 
яви исключить возможность достигнуть этого иначе, чВыъ 
распространешемъ метода, примфненнаго въ кланиметрги, Мы 
не беремся утверждать, чтобы это было абеолютно невозмож- 
н0; мы говорим только, что это кажется намъ весьма не- 
ЕБроятнымв. 

Мы замЪтали мимоходомъ, что выражене (18) служить 
основашемь позному вналитичесвому толкованию чеевелидо- 
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ой етереометрии. Это истолковане будетъ изложено въ дру- 
томъ мемузрь '). Здеь иы обратимъ ввижаве только ив то, 
что, полагая въ форм. (18} #—с0и5{., получаемъ выражене 
динейвато элемента дьйствительной поверхности постоянной 
‘отрицательной кривизны, тавъ что эту поверхность, на 5о- 
Торой, вакъ мы видёли, оправдываются теоремы неевелило- 
вой плавиметри, можно разематривать существующею одно- 
зременно каЕъ въ обывновенномъ пространств, тазъ и въ 
пространств неевехидовомъ. 


Примьъчануе 1. 


Приведеве лянейнаго элемента поверхности постоянной 
отрицательной вривязны въ ваду, который мы употребляли 
3ъ предыдущихь изыскавахь, основано на результатахь ме- 
муара, напечатаинаго нами въ УП том „АпиаЙ # Ма- 
заса“ (Рамъ, 1866) подъ затлавемъ: „рёшеше задачи о 
перенесен!и точевъ поверхности на плоскость тавимь обра- 
зоыъ, чтобы геодезическая лини были представлены прамыми 
зиняии“. 

Принцииь, на основан котораго мы рёшили эту за- 
дачу, слвхующЕЙ: когда устанавхивають соотефтетйе по н%- 
хоторому закону точекъ вакой либо поверхности ©ъ точками 
плосвости, можно веегда за дв независимыя перемфнвыя 
+ и 9, Еоторыя должны бы были опредфаять точеу поверх- 
ности, привать премоугольныя координаты х и у соотвёт- 
ствующихь точекь плоскости. Въ такомь случаф, если тре-’ 
Фуется, чтобы геодезическимь лишямъ поверхности соотвфт- 
отвовали прямыя лиш на плоскости, нужно, чтобы диффе- 
ренщальное уравнене 2-то порядка геодезаческахь линй 
мхфло полнымъ интеграломъ линейное уравнене мезлу нит, 
8 потому вужно, чтобы это дифференшальное уравыеше пря- 
ъохихось просто къ слфдующему: 


ди —д04*и —0. 


9 Въ работВ, которая дольнь появитьея вк АвпаН @Е Маещь са, 
1 ГА свмые обпв принцицы неевхлидовой геометран разсжотрёны нева” 
вВнсымо 075 изъ возможныть отношенй къ дфйетвительныкь фигурвиь 
обыкновенной геометрш. Въ настоящей работ мы кыйли въ виду тлаз- 
вямь образомъ пробудить иёхоторый интересь къ похобвынь изысван!: 
жит, предлагая язелёонан!е случая, в® вогоромъ абстрактная геометрия 
вотрачается съ вонкретною; считёень однако нуЕНЫхЬ замётИТЬ, 970 зна- 
чевй8 новаго порЕдка понатЙ не менфе вожно, ЗАыъ возможность указан“ 
Ниго говиадени. 
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_Изъ общато же видв упомянутаго дифференщальнаго ура- 
знев!я заключаемь, что это возможно тольно тогда, Бога 
функщи Е, Е, ©, входяния въ выражен линейнаго элемента, 


43 =УЕди* + 2 Еашао -- Чу", 
удовлетворяють четырежь соотвошевяиз, приводящемь наеъ 


ЕЪ заЕЛЮЧенНО, что этоть самый линейный одементь можеть 
быть предетавлень въ видё 


Урон диоыче- аи ао 
&—В (в -оан’ - рии = (2 54) 40 , 
ии + 


тдЪ В и а произвольных постоянныя. Для опрелфленя при- 
роды поверхностей, содержащихся въ этой фориф, было вычи- 
слено выражене сферической кривизны (количество, обратное 
произведенно двухъ главныхь радусовъ кривизны} и найдено, 


что оно имфеть значен!е р’ изъ чего выведено закаючене, 


что поверхности, о которыхъ пдеть рёчь, имфють сфериче- 
свую кривизну постоянную и потому так!я поверхности суть 
едикственныя, допусвающия представлен! е на плоскости подъ 
назначенныиь выше условемъ. 

Въ упоманутомъ мемуарв мы предполагали дЪйетвитель- 
ными лостоявные В и а, потому что цфль, въ виду которой 
наши язысваня были предприняты, естественно приводвяе 
къ такому предположению. Дфйствительно, ны замфтили, что 
этоть элементь въ четности принадлежнть сферической по- 
верхности ралуса Е, васательной къ цлоскости изображе- 
эй въ начал координать и представленной на этой илое- 
кости центральною проевщей; въ тавомъ случаЪ перемфн- 
ныя и, ® суть въ тозяости прямоугольвыя координаты про- 
евпён точки, къ которой эта перемфнныя относятся. 

Но, тавъ какъ значеня постоявныхь Я иа на самомъ 
дЬаф опроизвольны, то позволительно предположить ихь иня- 
мыми, если находинь это нужнимъ. ДЬйствитехьно, если из- 
мфнить эти поетоявныя въ ВУ—1 и 4/1, 10 линейный 
элементь, полученный въ такомъ предиоложеши, соотвфт- 
ствуеть поверхности постоянной отрицательной `вризизны = 


1 . : 
— де Геодевичесыя лини яоторой, вакъ в предыдущемъ слу- 


38$, изображаются на плоскости прямыми ляями и потому 
линейными уразненами между и и ©. Тавимъ именно обра- 
зомъ можно перейти отъ формуль цитированнаго мемуара ЕЪ 
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формуламъ настоящей работы, Единственная существенная 
разница между обоими случаями та, зто въ первомъ пере- 
мфнныя % в о могуть принимать всф вещественных значен!я; 
между тВыъ какъ во второмъ эти перемфнныя заключены въ 
извЪстныхь предёлахь, которые легко опредфлить, 


Принмъчане ТТ. 


Если написать выражен е днкейнаго элемента въ видв 


4" В) ини ; (0 
р. 

то можно непосредетвенно видЪть, что для перехода отъ пер- 
воначальныхь освовныхь геодезическихь лиш къ двумъ дру- 
тимъ, проведеннымъ чрезь тоже начало и взаимно - ортого- 
нальнымь, пужно пользоваться обыкновенными формулами 
преобразована  прамоугольныхь координать на плоскости, 
когдь начало остается неязмфннымт, т. е. формулами 


ии соз ити, опыт + сов, 
тд и, ® новыя воординаты и #— уголь новой основной хи- 


ни 9 =0 со старой о=0. Въ самомъ дёлБ изъ этяхъ фор- 
муль имфемъ 


наи", дит. до" = ди д", 


и потому формула (1} обращается въ 


48" > Ва) (аи у4)* ‚ (1) 


у 


сохраняя первоначальный свой видъ ‘). Длика геодезической 
дуги, выходящей изъ начала, тавже еохраняеть, во второй 


3) Изъ этого видно, что геодбзнчесья хкын, ортотональныя кз вы- 
ходащимъ изъ начала, предетавхаются хордами предфльнате вруга, пер- 
пендикуларными въ Маметрьмь, предетазяяющимь эти послёдня геоде- 
зичесыя ланзи. Обратно ддя того, чтобы дзф теодезнчесыя дин, иере- 
сбрьщунся ортогочально въ точяй (м ‚0, былн представлены на вопомога- 
чолъной плостостк двумя ортогональнымк прамыми, нужно, чтобы одна 
въ ФРИХЪ теодезическнхь лизй проходиль черза® начало (изо), БАК. 
вто легко вывести изъ формулы, данной въ текстё для преобразовашя 
угловъ. Это свойство становится очевяданмь в центральной проек 
сферы. 
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истемв, видь, который она имфла въ первой систем, по- 
тому что она опредфляется уравненень 


(2) 


Раземотримъ теперь вмяше перезфны начала. 
Возьмемъ для этого какую нибудь точку (иФ,) и пред- 
положимъ, что основная лия 9'=0 второй системы прохо- 


2, зи, 


дить черезъ эту точку; т, е. положимъ, что 608 — 


% 
=; и потому 


иене" 
=, 


тдЪ 7, =Ун,?--ь,". Образуемь теперь третью систему коор- 
динать и”, и’, которой освовными лимями были бы геоде- 
зическая лавы 9-0 и другая геодезическая люн!я, прове- 
денная зерезъ точку (и,, ®,) нормально въ #' 0. 
Проведемъ черезъ иреизвольную точку (#, 9’) геодези- 
ческую линпо, пернендикулярную къ $'=0; пазовемь 4 ея 
длину и р ея разстояюе отъ прежняго пачала (измбренное 
па лини 0-0). Формула у даетъ непосредственно 
ви, 


2-Е 9 


между тёмъ какъ изъ формулы о хегко можно кайти, по- 
латая 9—0, 


Ув Бабы 


Уи 


1-5 и (5) 


Геодезическое разстоаше р, обоихъ начаяь (и=0-—0), 
(и,, ®,) пыфеть значене 


+ 


з ой 


В 
5 


велфястНе чего геодезическая дуга, завлюченная на осиов- 

ной геодезической лини 9”=0 третьей системы (которая то- 

жественна съ И=0) между точкою (#„», ©) и вормалью 4, 

опредъляется уравнешщемь 

Е 109 (аи) @—) 
9 ем ат, 


(6) 
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Но, означая а, постоянную, аналогичирю постоянной @ 
зъ третьей системф, и замфчая, что въ этой систем коли- 
‘чества, авалогичныя количествамь р, 4 второй системы, еуть 
р—р, и 9, мы пряхолимъ въ заключению, что по аналоги 
въ (4} и (5), должно быть 


аи" Ра Ув, — 
аи” -1 1 09 У 


В 
р—р,-5 99 


% 


Приравнизая эти выражена выраженямт (6) и (5), по- 
лучаемъ два соотношешя, дающи сл$дующее: 
й , 
„_ в (и —я,) авт 
= ® = 26, = 
ИЩЬы реет бе, 


Уа. 


(7) 


Постояпная а, остается, собственно говоря, веопредфлен- 
пой, такъ какъ мы пыфемъ уравневя только между отиотше- 


СИ а" 


. о ни” 
нами “, - и отношензия —, —. Поэтому а, можно опре- 
в’а Ри" ы 


длить услошемь, что для и’=:0, т. е, дан и -=0, ©’ рав- 
няетея 9", и тогда находимъ 


Удержявая это значене для а, получимь изъ преды- 
дущихь формуль 
ат, Нан") 
або Ном" * аа ии 


р 


эти же значения, будучи подставлены въ (1'), даюты: 


и" Зо” и ах" + (а, 


а ь 


13" — Ва а)” 


Итакъ перенесете пачала точпо также не измфнлетъ 
формы липейваго элемента, которая отлячается отъ прежней 
только подстановкой а, вифето а, что не представляеть вп- 
хакого существеннаго измфнешя. 

Чтобы получить накопець четвертую систему, волн 
певвастутю отъ первой, замфнашъ обВ основных лиаи и" = 0, 

=0 двумя новыми ортогональными геодезическнми лишями, 
иБющина тоже начало (и,, ®,), чего мы достигнемь, полагая 


а" и” СЗУ ’ЗНР, 0’ ИУ +0" 6089, 
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з мы зваехъ, что подобная подстаповка пи въ чемъ нс из- 
иБнаеть формы линейпаго элемента. Слфдовательно видимъ, 
что форма, принятая первоначально для личейнаго элемента, 
вовсе не представляеть чего либо спецальпо свойетвеннато 
опредфленной спстемф осповныхь геодезическихь дин; точ- 
ха (и-о-.0) можеть быть, паоборотъ, какою угодно точкою 
поверухпости и основная геодезвчеекая лия ®-=0 можеть 
быть какою угодно изъ геодезическихь линй, проведепныхь 
черезъ эту течяу. 

Принимая въ соображене соотвошешя, воторыя мы ва- 
пын между коорлипатами ноелфдовательныхь састомтъ, и по- 
лагая для краткости 


>, 


р: с 
81 4= 6087 + — 885 ы 
в 9 бить ”, в * 
а №9 а ра 
СЗУ -° 608%, 4 = 5#9——2 6089, = 
7” в, то 


мы найдемъ слфлующя окончалельныя соотношея между 


координатами #. $ н коорданатаини м”, 9": 


а" — 


_% "р," 
Иена" 


ин” 


& 


\Еели разематризать м и ©, а также и” и 5”, кавъ иря- 
моугольныя координаты соотвфтетвенныхь точекъ двухъ п30с- 
костей, то эти формулы выражають гомографическую за- 
висимость между самиял плоскостями, о чемъ было говорепо 
въ мемуар, цитьрованномъ вЪ призфзани 1. 

Еели сравнить первоначальное выражен{е линейных эле- 
ментовъ въ функщи и в © сь окончалельнымь выращешемъ 
въ фупЕЩи и” и 9”, то найдехь, что эти обь выражена 
можно сдфлать тожественными, полагая 


или иначе 


причемь выборъ знака провзволенъ въ важдой формулф. Это 
доказываеть, что пеевдосферическая поверхность, разематри- 
ваемал, какъ гибкая и перастяжимая, можеть быть наложена 


3» 
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сама на себя тавъ, чтобы какая угодно изъ`ея точек (м,,0,} 
заняла положене кажой угодно другой точки (и=9=0), и 
чтобы какая угодно изъ геодезическяхь лин, выходящихь 
изъ первой точки (напр. лив!я 4”=0) совпадала на всемъ 
своемъ протяжеши съ валою угодно изъ геодезичеекихь 1и- 
в, выходящахь изъ второй точки (напр. съ у=0). Боле 
того, двойственность знаковъ указываеть, что наложение двухъ 
тгеодезичеевахь угловъ одной и той же величины, пмфющихъ 
верщяны въ этяхь ДВухЪ точкАхъ, можно производить двоя- 
кимъ образомъ. Напр. прямой уголь геодезичесвахь лин] 
"0, 2”=0 можеть быть паложевь на уголь лишй и—0, 
+—=0, или при помощи ссвищена 2 с и=0 и 5" 
съ 0=0, или же посредствомъ совмфщеня и”-0 еъ о=$ 
и +"=0 съ и=0. Итакъ каждая часть поверхноети можеть 
быть наложена двоякимь образомъ на какую угодно часть 
той ве поверхности; елфловательно, если па этой части най- 
дется кажая либо фигура (напр. геодезичесый треугольниеъ), 
то она можеть подвергнуться ва поверхности вевыъ перем$- 
щенниъ, канимъ можеть подвергаться плоская ‘фигура ва 
своей плоскости. оставаясь постоянно равпой самой себф. 
Естественно, что это равенство доли’но отяоситься только 5Ъ 
длинамъ лин п въ величинамть угловъ, потоху что абео- 
лютная кровазна ляяйй вовсе вс входить здфсь въ раземо- 
трёне '). 

Свойство, только что нами доказанное, было уже извфст- 
но, но изложенное выше доказательство, нАыЪъ кажется, обла- 
даетъь строгостью, соотвфтствующею разбираемому воиросу. 
Впрочемъ теорема Гаусса устанавливаеть, что, если свойство, 
© которомъ мы говоримъ, можеть принадлежаль какой либо 
поверхностя, эта поверхность пеобходимо есть одна изъ ин$-” 
ющихъ постоянную сферяческую кривизну. 

Отмфтимъ полезный результатъ, который легко выводит 
са изъ нЪкоторыхь предыдущихь формуль.  Геодезиче- 
ская окружпость, воторой центрь есть точна (и, *,) и ра- 
мусъ о, представлена въ третьей систем уравнешемь 


и а, Чай”, 


3) Относительное равенство, о котароя» идет ТФчь, было бы равен- 
отвонь абсодьтнымт лля сущестьь, геометричесия прелставлешя вотораго 
не выходили бы изь области двузь шзжфренй розсматрираемой поверх 
ности, подобно тону, вакъ наши предстлолены не выходать изъ облалты 
прехь ивибрений обыкновениаго пространетва. 
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какъ это елБдуеть изъ формулы (6) тевета. Но изв фор- 


мулъ (7) наетоящаго прамфчав!я, такъ какъ а, =, =уа— 5,1, 


лозучаехь 


2 Бром того формулы (3) дають 
що, ‚ 


ть 


откуда 


мин боны 
"о +. —^’ 
я 


рыл но) * 


ево 9 
Кен Е. 


Это ураввеще даетъ геодезическое разстолн!е © двухь 
ироизвольвыхь точекь (и, ©), (н,, в). Когда эти точки без- 
конечно близки, то это уравиеве возвращаеть нась непо- 
средственно къ выражению ливейнаго элемента, служившему 
намъ исходной точкой. 

Если ввести выфсто ой фувещию с0зй, то предыду- 
щее уразвене принимаеть болЪе взящный вадъ; 


ОСНОВНАЯ ТЕОМЯ 


ПРОСТРАИСТВЪ СЪ ПОСТОЯННОЙ КРИВИЗНОЙ. 
Е. БЕЛЬТРАМИ (*^ 
Перевод: ИП. Ц. Мея. 


Въ менуар%, помфшениомъ въ УП том первой серш 
„АппаН 41 Маетанса“ (Римт, 1866), а раземотрль поверх- 
ности, имфющ то свойство, что ихъ геолезичеся лянш 
представляются личейными уравнеными, н нашел, что это 
свойство имфетф м$ето только для поверхностей постоянной 
кривизны и для иззфстныхь спещальныхъ переманыхт, вве- 
денныхь анализом® вопроса. 

Въ вастоящемъ мемуар л излагаю результаты, зпачи- 
тельно болёе обнуе, иъ которымъ мепя привело дальнфйшее 
развит!е этой мысли въ евязи съ нфкоторыми пранципами, 
установленными Римазномъ въ замфчательнохь посмертномь 
трудё его „Сефъег @ю Нуроезел, @све 4ег @еошейче ха 
Сгоп4е Бесеп“ {О гапотезахь, лежащихь въ оеновв геомст- 
ри}, опубликованномъ велавно г. Делевиядом» въ 13-мЪъ то- 
м$ „Геттингеневяхь немуаровт“ (**). Надфюсь, что мой языска- 
яя облегчать понныане н®которыхь частей этого глубокаго 
труда. 

Извфетпыя выражена, которыми я часто пользуюсь для 
сокращен!я, не локажутся, я думаю, ни натянутыми, пи тем- 
ными тому, вто займется болфе сущностью, ч®Ъзъ формою. 
Вннуательпый читатель легко пойметь ихъ безъ дальнЪйшихъ 
объяснейй и имфегь полную зозожноеть придавать имъ 
емысль только чисто аналитичесв? 


{*) Ааа 4] Умешайюл рота ей аррИсаа, 2-я сер} 
{**) Вемаля’з хезатитеМе \УегКе. 1876. 251—269. 


. 1, 675. 232—255. 
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Дифференщальное выражене 


ЧЕ и... 
аа Ва 4. (1) 
Е 
тд8 2, 2, 1,.. 0. п, вуть в 1 дЬйствительвыхь перемфи- 
ныхъ, связанныхь уразненемь 
ру зах? 24а? 
Ааа... йа ‚ (2), 


между тёмъ капь Я п а постоянпыя, можно принимать за 
линейный элементь, пли разстояве между двумя безконечно 
близкимн точками, 95 иространствь п измьренй, котораго 
каждая точка опредфлена светемою зпачен! м хоординать 
2,2, ...2„. ПВидь этого выражен!я опредфляетъ природу 
этого пространства. 

Если положить, для сохращеня, 


Я-У аа т ... ахи", 


то гоодезическими лишями разсматриваемато пространства бу- 
дуть тв, которыя удовлетворяють ураввеню 


при условм дент да + ... +2,6„-0. Посредствомь 
обыкповенныхь преобразован ъаращи интеграла можно пер- 
вое уравнеше представить подъ виломъ: 


=: +8 (+6, а(* -+-дх,.а (6) 6, 


если же привять въ разечеть соотношене, связывающее ва- 


ращи дт, д ....0л„ то это уравнеше разлагается па 
сиЪдуюдия; 

Г ‚ ах Чт, . Чта 

5+ а п} - №, а (=) =№,....4 (ее) ть, 


тдф { ееть лока сще неопредВленный множитель. Умножая 
этя уравнетя соотвЪтетвенно на т, * .... я и ЗАТЬМЪ 
свлалывая полученпыя уравнетя по частямъ, имфеуъ 


ватт, о. . «ид ел .). 
рее) р ча.) 
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елфдовательно, на основанш уразневя (2), &=0, и потому 


... 6) 
ах =6,29, аа,=с@, .... ат.=с,а8,. . (4) 
ТВ 6, 6... . ба суть поетоянныя. Эти ® послФдиихъ урав- 
ненй, будучи возвышены въ квадрать и сложевы, дають 
ах 
@=— еее 5} 
уе" 
полагая 
СЕ ее, +. › о ет 


Это значене 2 обращаеть уравнеше (3) въ тожеетво, а по- 
тому это уравнене безполезно принимать въ разечетъ; ураз- 
нен]я же (4), посл исключеня 2 и интегрированя, даютъ 


ИИ ‚ ‚ 
дБ, а -+НЫ,, еб бл-ч. 


Итакъ геодезичесын лини разсматриваемаго простран- 
ства представляются п—1 линейными уравнешями между ® 
хоординатами х,, т... 4„, подобно тому, канъ это им$- 
еть мфето на плоскости и въ обмвновенномь пространетвф 
пря употребления декартовыхъ координатъ, и на поверхностях 
постоянной кривизны при употреблени перемфнныхь в и 
« цатированнато выше мемуара. Между системами геоде- 
зическихь лин нужно отыфтить, кавъ частный случай, тЁ 
системы, которыя получатся, если приравнаемь постознЕымъ 
всф координаты, кром# одной. Черезъ каждую точву простран- 
ства проходить геодезическая Дина каждой изъ атихъ си- 
стемъ; къ числу ихъ принадлежать я сами воординатных осн. 


2,2, ... 4» (причемъ для каждой взъ пихъ вс коор- 
данаты, кром$ одной, раввы нулю): мы ихъ назовем сиете- 
мами 2, 2, Я. 


Для полученя длюны геодезической дуги 0, завлючен- 
Бой между двумя данными точками, замфтимт, что изъ урав- 
неня (5} пыфемь 
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откуда 
1 


аа’ 
—& 
[С 2 


тдВ о, проязвольная постоянная и 2 означаеть фупкцю 


Если обозначить буквами 2,°, 2,`,... Мн” значетя во- 
ординать въ точь о=0, т.е. въ начал луги, и буввою 
<’ соотефтетвенное значен!е функщи 2, то получаем 


А. 
бой 


откуда, по исключена с, имфемъ 


уравненйе, которому можно дать видъ: 
авт, в : 
г = 2х, Сов 1,2" (и: 
бота 


С» другой стороны изъ предыдущихь уравкенй 


. о 
аи ат ° С, 


а потому уравневя (4) даютъ 


о, 6 8-6 
в» 2.0, + 2 ат -вь ... 


в, 
2. +1 Чатв 


или, вводя вмфето постоянныхь @,, @,...., количества 2, °, 2,"...., 


=ел"Зй 2—2, ° саа”ЭЬ, а 
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отсюда, возвышая въ иведрать и складывая, пыфемъ: 

2 2 е 
(аа. ый) 9’ а” ой ВЫ. 


Это уравневе, въ снлу уравненй (6) и (7), даеть ококча- 
‘тельно 


р ая, `— ... тихи” 8 
аи ая ту ® 


общую формулу, выражающую длину геодезической дуги въ 
функши воординатт ея концовъ. 

Еели предположить вещественными перемФнныя 2, 2... 
т„‘и ностоянныя В и а, то предёлъ разсматряваемато нами 
пространства # измфренй есть иространство п—1 измпре- 
4, данное уравнещемь 


Е... = 0*. 
Внутри этого предфла, т. е. для 
< 
первое пространство сялошно и одноевязно. Изъ уравненйя (8) 
слфдуеть еще, что точки, принадлежащ!я пространству—пре- 
дфлу, всВ паходятея на безконечномг разстоави. 
Во всей дЪйствительной области, только что нами опре- 


‚дЪленной, величина 43, ханная ураввешемь (Т), остается ио- 
стоянно положительной для всякой системы значен:й отношен1й 


ели взять вторую систему прирашенй 4х, дт,... бт, и 
положить 


д ВФ"... ват 


то выражене 


де вебе, да + 


2 


ве можеть никогда сдфлалься отрицательнымь (въ силу хо- 
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рошо извветнаго преобразован!я, которое можно къ нему при- 
иЖнить); слфдовательно количество 

ВЧалдт-- аа вт, + + 4а»дх,) 
274893 


не можеть пнкогда сдфлалься больше едивяцы. Поэтому всегда 
можно взять дФиствительный уголь 0, дяя вотораго 


ада -ае, дв +... -ао,ве 11 ово .. 9) 


Изъ э10й возножности вытеваеть то важное сафястве, 
что, вызиеляя при помощи уравненя (1) три значения 43, с0- 
отвётетвуюлия тремъ елблующимт, взатымь попарно, сиете- 
мамъ вначенй перемЁнныхъ 


=, 2, пни 2»), 
(т, п, ..... ба}, 
(+, +4, 02. +0), 


получаемъ три числа, выражаюцщия длины трехъ сторовъ 
прямолинейваго треугольника. Назовент, въ самомъ дфлф, 
буквами №, М, М” три упомянутыя системы и 45 обозна- 
чимь ММ', а 45 обозначамь ММ”. Значешя системы М” 
можно вывести изъ значешй системы М’, давъ этимъ послёд- 
нимъ соотвётетвенныя приращеня 


Фе. — дл, да, ба, боба. 
Слудовательно, пренебрегая безконечио-малыми порздка выше 
второго, можно Положить 


им ааа + + (а ь)* ] 


о" виаи ва, +. +92, д 5») 
: с ь 


= 437+ 952. 


или же 


ЖИ" ММ?+ ИМ—2МИ.ММ". 6039, 


тд 6 дЬйествительвый уголъ. Это уравнеше доказылаеть спра- 
ведливость язложеннаго выше свойства и дёлаеть понятною 
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возможность уподоблена всякой системы значенй перемфн- 

НЫХЪ 2, 2,,.. 2, точь, опредфленной свовми воордина- 

тами. Слфдуя тому же порядку идей, ечатають два линейные 

элемента 43, 45 ортоюнальными, вогда для этихъ элементовъ 
я 

=, 


условю: 


т.е. (по 9) когда приращеня ад уловлетворяють 


@оде + т.д, +... таль да 


... 90 


которое, хля удобства рфчи, можно назваль услофеме орто- 
зональмостии. 

Раземотримъ, напримфръ, простраяство #—-1 измфреяй 
д, -—0 и положинъ, что изъ одной изъ его точекъ выходатъ 
два жинейные элемента; одинъ 45, расположенный въ самомъ 
пространствВ, и другой 43, направленный по геодезической 
лин{я системы 2, проходящей черезь эту точку. Въ этомъ 
случа имфжемъ: 


‚ дд, =Ф, =... =фи=0, 4-0, 


5, =0, 42, = 


сафдовательно услове ортогональности удовлетворено, т. в. 
каждая геодезичеекая линйя системы х, (или, общфе, систе- 
мы #,) ортогональна въ пространству 2, =0 (наи 2х, =0} въ 
точЕВ встрёчи съ нимь. Поэтому, въ частности, въ пачал» 
координать направленя # осей всЪ взанино-ортоговальны. 
Тахъ же легко доказывается, что ось 2, ортоговальна ко 
вебмъ пространствамъ х- =Соязё, я геодезическихь лин си- 


стемъ 2,2, ... 4, проведенныхь черезъ произвольную 
точку пространетва, перпевдивулярвы къ пространствамт #—1 
изыбренйЙ 2, =0, 2,=0, .., 2.=0, аналогично тону, что 


имфеть ыфето на плоскости и въ обыкновенноме прострая- 
ствф, вогдь употребляютъ прямоугольных. координаты. Назы- 
зая Х, Х,... Х„ части этихъ геодезическихь дин, 38- 
включенный между данною точкою и пространствани, къ ко- 
торымъ онз соотвётственне перпендикулярпы, имфемъ 


Хе ие" о... (11) 
Уз*-2*— дк 


Разенотримь всю сястему теодезическихь лин, выхо- 
дашяхь изъ опредфаенной точки (2°, 2,°... 2»). Опа 


будеть представлена слфлующею системою хефферевщальныхь 
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уразненй, изъ которыхъ лоезфднее есть слФдетые первыхъ: 


в _ 48 


па ил, ат" Е 


тдЪ буввою 2, для краткости, озвачено выражене а*— 5, 2, °— 
—1, 1,’ —... 2. 2ио. Уелоше (10) даеть дая уравненя 
пространства я—1 измфрен!й, ортогональнаго ко всфиЪ этимъ 
теодезическииъ лишямъ, слёдующее дифференщальное урав- 
неше: 


Сравнивая это уразвнеше съ уравиенемъ (8), мы замВ- 
заемъ, что пространство, имъ опредёляемое, есть также мфето 
точевъ, равноудаленныхь отъ точки (1,°, 2;',... а’); на- 
зывяя постоянное разстояще буквою @, имфемь 


О-=уУе 


ие им, Сов ри” Сов . 


Такъ какъ уравнение (12), по вамому способу, которымъ 
оно было получено, остается еще въ еидВ, когда точка (9, °, 
2,°,...21°) удаляется въ безвонечвость, т.е. вогда 2° стано- 
витея раввымъ нулю и о—безконечноети, то мы видит тавже, 


что въ этомь случа произведеые 2°Созй $ стремится въ ко- 

вечному предфлу, который ве вожеть отличаться отъ пре- 
„1 

дЪла произведеня 52. Итавъ, подетавазя выфето 0 раз- 

ность 0о'’—0 и удаляя точку (1,°, 2,°,... 2“) въ безко- 

нечность, между тёиъ вавъ 0 остается постоянныму, мы по- 

лучаемъ въ предл уравнеше 


и ® о. (13) 


НЕЙ, = а, 
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это уравневе предетавляеть систему проетранствь я изм$ре- 
в, которыз можно опредёлить, кашь ортозональныя траек- 
торе встыхь зеодезическить лин, сродлщится вв одной и 
той же безконечно-удаленной точкь (5,°,2,°,... 2”. Раз- 
личныя траектор!и отлизаются другь оть друга зваченями 
параметра ©, выражающаго постоянное разетояне между ка- 
хою-угодно ‘изъ нихъ и траекторею, опредфяаемою значещемъ 
©-0. Постоянная # лака, когда дается какая-нибудь точка 
этой поелЁдней траектория. 

Мы теперь докажемъ, что природа разсматриваемаго на- 
ми до сихъ поръ пространства такова, что если взять какую 
либо чаеть его и перенести ее въ положене, отличное оть 
прежнато ея положеня, то всегда можво достигнуть совыфще- 
ви ея еъ другою соотвФтетвевиою чаетью тото-же простран- 
ства. Чтобы понять, навъ можеть это имфть мфето, вообра- 
зиыт, что въ этой части пространства разефяно со” точек, 
безконечио близкихь одна въ другой и соединенныхь попарно 
маленькими геодезическями дугами, измрающими пхъ взами- 
вы разетоавя. Тогда наложимоеть, о которой плеть р®чь, 
состоигь вь томъ, ато во веявой другой части разематривае- 
маго пространства можно разеёать точки, принадлежащая 
этому пространству и умёюцшия между собою тБ же взаиыныя 
разстоавя и тоже расположене, которое имФли точки первой 
части пространства, такъ что сфть то порядка, образованвая 
лив1ами, соединающими смежлыя точки этой части, можеть 
быть вполв% отожествлена съ аналогичною еФтью другой части 
безъ разрыва или перегиба въ какомъ-дибо мфстЪ связей между 
точками. Изифневя, которымъ должна подвергнуться первая 
сфть для своего отожествлевая со второю, могутъ, впрочемт, 
сдфлаться видимыми только тогда, когда и ту и другую раз- 
сыатриваютъ хо омношеню кз пространству, инвющену 60- 
лье п измъренй, пока этого нтЪ, 068 сФтн предетазлають 
харавтеръ равенства по вовмощению или по симметри. Это 
поелфднее зам чане ныфетъ связь съ остроуинымъ соображе- 
немъ Мёб1уеа (Вагусепечестег Са]сщ, стр. 184). 

Предположамъ сперва, что пространство отнесено къ но- 
вой системв геодезкчеекихь осей у, У... имФюшихъ 
общее начало съ прежнами и, кавъ эти послфдьзя, ортого- 
вальныхь между собою. ТаЕъ какъ вс геодезичесыя даши 
представляются линейными уравневами, 10 ясно, что подета- 
новви для перехода отъ перемФнныхь 2 въ перемфнныхь у 
должны быть линейными; но крожф того легко убфдиться, 
что ихъ форма должна быть такою, какую мы назвали орто- 
зональною. Дфйствительно фориа (8) показываеть, что раз- 
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етоян!е какой-нибудь сочи (2, м,... 2») отъ начал за- 
васить только оть фунеши 2. +, ‘2+... +2". Сл 
довательно будемъ имЪть 


а. Ну у... +, 
9х, +457... ау,“ ту"... 9 
и потому 
ана "аа... ий _ ЧФ"... ау". 
г Г. 


Эта тожественность формы обоихъ элементовъ злаеть оче- 
заднымь, что двф сЪти, которыхь соотвЪтственныя вершины 
связавы ураввешани 


=, 2, =... = 


У, 


виолн совмфетимы. Лено, что вторая лзъ этихъ ефтей 
есть не что иное, кавъ первая, поверяутая выфетВ съ перво- 
начальными осяма около начала до тЪхъ поръ, пока перво- 
начазьныя оси не принзли паправлевя повыхъ. Сяфловательно 
доказано, что увазаниая совместимость дфйствительно инфеть 
ыфето, когда неремфщене сводится въ простому вращению 
около начала. БолБе того, такъ вакъ можно было бы сдф- 
дать болфе общее положене 


2, =, 2, 


ЗУ, ... = 


иричемъ знаки могуть быть комбинируемы какъ угодно, то 
яено, что кромЁ равеаства по совмьщенйю ееть нфеволько ро- 
довъ равенства по еимметрие. 

Такъ какъ перекВна осей при ненодвижномь начал не 
изыфняеть формы линейнаго элемента, то остается теперь из- 
слФдовать вшян{е перемВны началь. Ведфдетв!е того, что, взавъ 
въ пространств® какую-либо точку, мы можемъ уже предпо- 
ложить, что о6ь 2, направлена БЪ этой точкВ, — мы иыфемъ 
право взять повое начало на этой оси въ точь 2, =а,. Шо- 
этому вовое преобразовае заключается въ томъ, что мы 
должны сохранить ось ®, и предылузия координатныя си- 
стемы 2,,2,...2» и выфето системы геодезическахь лин, пер- 
пендикулярпыхь къ простраяству 2, =0, подставить систему 
геодезическихь лин, перпевдивухярныхь къ пространству 
2, =4,} между этвии послфдними геодезическими линами в8- 
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ходатея первоначальная ось 2,. Назовемъ повыя воординаты 
У, 9, .. ли пубть В есть постоявная, играющая ту же 
роль по отвошен1ю въ вамъ, какую постоянная @ играла по 
отношеню въ х. Мы обозначихь подобнымъ образомъ бук- 
вами У, У,... У» геодезичееыя лития, аналогичныя ли- 
выъ Х,, Х,... ХХ», и получимт очевидно, какъ въ форму- 
5 (11), слдующее: 


Теперь замфтимъ, что, оставляя неизыфнными первона- 
чальныя системы 2,, 2,,.... 4», имфемъ прежде воего ддя 
этихь еистемъь Х„-У, и велёдетые этого 


п для г=9, 3,...1. . . . (14) 


Возвышая въ квахрать и складывая сперва эти уравне- 
а, потомъ ихъ хифференщалы, имфежъ слфлующ]я дв фор- 
мулы; 


{@— 5) = (6, *°, 


ее р-Сь. | о 


тАВ 9'--ду+ау "+ .... 99". Во вторыхь, если раз- 
смотрёть на оси х,-овЪ части Х%, У’, заключенныя между 
двуня началамн и точкой, въ которой сама ось пересВкается 
простраветвомъ 2; ==2,, то получаемъ 


оу, 


_8 ое, 


Отсюда ясно, что нужно положить 


а+а, 


Хх, У,* + р 
а, 
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{аа} (аа) Уи, 


т.е. ааа ра, у 


отвудь 


в} #- _ вом +4) (16) 
а—а’ № + 


Эти ый форми ведуть въ соотношенямъ: 


которыя, будучи надлежащамь образомт комбинированы съ 
первыхъ изъ уравненй (15), приводать къ садующимт двумъ 
ураваенынтъ: 


ана, 
у у 


в 
бу 
2 


отвуда 
ам 48а)" 
ава ”-а-а и)". 


Въ силу этого послёдиаго уравненя второе изъ урав- 
нен1й (15) даетъ 


Че ак"... +92" _ ЧЕ + ., ча 
= = у : 
отвуда едЁдуеть, что выражеве ливейнаго элемента сохра- 
няеть еще свою форму, когда измвяють начало, п сдёдова- 
тельно, на основав и разсужденя, аналогичнато только что 
приведенному, созыфетимость иметь мЬсто во вехе случаяхъ, 
тавъ вавъ теперь достаточно было бы прамфнить новую орто- 
тональную подстановиу, чтобы сдёлаль новыя оеи вполнВ не- 
вавнсикыми отъ первыхъ. 


Уравневя (14), (15, первое) я (17) даютъ 


‚ я 72, 3,... 9; 


это и уравнене (16, второе), заставляеть заключить, что са- 
4 
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мое общее преобразоваве осей достигается посредствомь з0- 
мозрафическихь подстановоко. 

Переходя отф этого преобразован я координать #,,2,...7» 
х5 друмя того же рода, нужно ухазать на друМя преобразо-. 
зан1я, даюуя элементу зам чательную форму. Преобразоваше, 
хоторое можно назвать полярнымь, получается, есля положать 
прежде всего 


ФЕТА, в, ТА, -.. быт, 
при условт А+... +», =1. Отоюда низемъ 
даа +... ав еатче"а А", 
тд 44'-=9), *+4^,*+ ... +4)", изъ этого же слфдуеть 


‚Я 
43" () + 


Но, называя © геодезическое разстоянйе начала или но- 


люса оть точки (2, &,... 2»), имемь 
Вад» „: 30 
арт, ==; 


слвдовательно 
Пе бат 
4*—а0 +(В8й 2) 44°... .. (18) 


Эта форма оправдываеть назване полярной, ТВЕЪ ЕЗБЪ 
перемёнными въ ней служать ралусъ векторъ 0 и количе- 
ства ^, опредбляющи направлеве этого радуса. 

Оть этой формы легко перейти къ другой, которую 
можно бызо бы назвать стереотрафической, и которая полу- 
чаетсл, если положить 


2. ЗВ 


"у 
146 0 и ^, суть прежюя обозначешя. Отсюда получаем: 


^, о + Вай „ФА: бЕ. со т 


сов". 
28", _ 


я далфе, возвышая въ квадрать и складывая уравненя, вы- 
чекаюция изъ прелпослёднаго при посл®довательной похста- 
новкё выфсто 7 чисель 1,2, 3,.... п, и принимая въ 
„соображеюще послёдиее уравнеше и (18), нАходамъ 


_ УЕ та, + 4,1 
Е ИЕ 9) 


АЕ 


`Эта формула была дана безъ доказательства Римаяномт, въ ци- 
тированком: выше посмертномъ мемуар (П, 8 4). 

Риманиъ увазазъ другую систему кобрдиналт, изъ вото- 
рой онъ выводить мфру кривизны даннаго проетранетва во- 
кругъ точки (1. с. Н, $ 2). Эти координаты, въ н®которыхь 
отношеняхь, аназогичны Декартовымъ прамоугольнымъ ко- 
ординатаиь, тавъ кавъь онф выводатся изъ поларныхь коор- 
динать пра помошн подстановки 


В =0^,, 2,20, ... 20. 
`Отеюда имфемъ 


а^,= оаг— г 40 


. 


2 


‚и далЬе, возвышая въ квадрать и складывая, 


„азии аа тали. ет Ч, +... яп@атй , 


я 


или 


тд знавъ У обнимаеть веё парныя соединеня указателей. 
Инфемъ тавже 


а 
40?=42,'+41,'+... чл Вобатвы, 


4* 
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откуда, подетавляя въ (18), получаемь окончательно 
68° — Ч, ИРИ ^ 
(Е Виде) "тен". о 0) 


или 
а и 
Вене) мк в.а). (0). 
тдВ въ скобкахь инфемъ Фа, .... 22° ВЪ ВИД. 
`сходащагося рада по степензмь количества 9. . Для очень ма- 


дыхъ значенй о можно просто положить 


45—42, *+@2,*+. че, ее)" 


Но, разсматривая элементь поверхности, проходащий че- 
резъ начало, можно достягнуть надлежащимъ выборомь осей 
д, 2,.... ИЛИ, 2, ..., ТОГО, чтобы этоть элементь 
совпаль съ элементомъ поверхвости 2,=-0, 2,=-0,... 2,0, 
которой соотвфтствуеть, въ соебдетвВ ©ъ начеломъ, линей- 


вый элементь 
45" = 42, "+42, а (2.42, —2.42,)* 


Э такъ какъ площадь безковечно-малаго треугольника съ вер- 
шинами (0, 0), {2,2,), (42,, 2,), изъ воторыхь вторая без- 


вонечно близка хъ началу, равна > (242, —2,42,), то изъ. 


этого можно заключить, что Х(2.42,—2,42,)* равна учетве- 
ренвому квадрату площади безконечно-малато треугольника 
съ вершивами (0,0, 0,....0), (2, 2,.... 2), (@а,, 
42,,.... @2.), изъ которыхь вторая безвонечно близаа къ 
началу. Слловательно, если раздёлить въ уравнени (20’) 
сумму членовъ четвертаго порядка на квадрать плошади тре- 
утольнива, о которомъ идеть р№чь, то въ частномъ получает- 


4 . 
ан; а такъ вакъ, по опредфленно Риманна, это частвое, 


Типоженное ва 8 ‚ выражаеть мёру кривизны по направ- 


4 
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леншо раземвтриваемаго нами элемента поверхности, то оче- 
звдно, что въ пространств, о которомъ идеть рёчь, эта 


ыфра постоянна и равна — пл ВО веёхь направлевняхь во- 


другъь каждой точки (*). На основашя этого-то и можеть 
быть присвоено этому пространству вазване яространства 
25 постоянной кривизною. 

Четвертое весьма важное преобразован получается, 
если ввести # новыхъ незавасимыхь переыфнныхь т, 7, 7,... 
Ул И ПОДОЖИТЬ 


Непоередетвенио изъ этого выводи: 


Фа . . . (21), 
м 


©) Чнобы вядьыь совпадение опредёленй Римания в Гаусса вспои“ 
ивыт, что по Гауееу мёра Еривизны поверхности, опредфленной элежен- 
токъ 
45’ др?--таза, 


та 
выражается фору д ‚ ТАБ т еоть вобще функцы риб. Жоли 


перенфинах р воть дянна геодезической духи, зытодящей изъ точки по- 
зертнослн, $ которой повертность иыфету обыкновенную кризнону, тр эк 
сеть функц вида м-р (1-7, ГВ 4’ есть такая функшя, которая при 
0 не обрыщается ни в5 нуль, ик въ безкомечность (сы. Апиа 1 Мвфе- 
ша Иса, 2-1 вер, 1. Т, стр. 358), в вотожу мфра Бривизны вх точ® р-0 
веть». Вх током случа координаты Римание 


2 =Р080, дур 
давить золько что раземотрёиному элементу вилъ 


тя 
аа? ( 


зсяфдсты чего иЁра БривиЗНЫ въ точхЁ р-—0 по Риманну равна 


зи: 


Но т {пря р-0)-=ани,; втавъ об выразешя совпадают. 


Зоо, чо в! ве (р Дод бЫТЬ колячестьомь, независящяму 


ть 6. 
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откуда заифчаемь, что формула (1) представаяеть еще лиг 
нейный элемевть пространетва постоявной кривизны, когда. 
в-+1 переинныхь 2, 2,1, .,...2 независимы другф 
оть друга и боле не связаны уравненемъ (2), за иеключе- 
зем того случая, когда число ‘изыфрен!и пространства есть 
в-+1, и геодезачесыя лини не изображаются посредством. 
линейныхь уравнен! (*). Довольно ‘замфчательво то елёд- 
стве изъ выраженя (21), что кравизна пространства я—1 
изибрен!й у=с018}. равна нулю вовезхь его точкахь, ‘потоку: 
что его ливейный элементь имфетъ форму 


98 = соб ><Уат, "++, + 


ДЖйствительно, принимая во внямав1е формулу Риманиа: 
(19), можно непосредственно видфть, что элементь можеть. 
приводиться къ квадратному корню изъ вуммы квахратовъ. 
точныхь дифференщаловъ въ числ, равномъ числу изм*- 


рен! только при в-°. Итавъ пространетво п—с0и3}. есть 


одно изъ т№хь, которыя Риманнъ пазываеть ялоскими иро- 
странствами (|. 6. ИП, $ 1) и въ число воторыхъ входять 
плоскость и обыкновенное пространство, опредфляемыя фор- 
мулами 


@3=Уа-чау", вать у" + а". 


Теперь посл только что сказаннаго, уравневше 7 =* 2073. 
допускаеть очень простое толвоваше. Безконечно удаленная 
точка на оси т, имфеть координаты 


сока =, =0, 5, 


в потому уравневе (13) для этой точки обращаетел въ 


— ° 
Я ев, 


Е 


(©) Форма (21) была указана для случах двукь изуфренй ДЁузкл- 
лем въ его пранфчанять хъ труду Монка: АррНе8бо08 @е Гала уве а 10. 
бёотёыче 1850. р. 600. 
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тдЪ = . Сяёдовательно: 


роге 


в 
ей, 


и на этомъ осповали уравнеше 7—с095ё раяноенльно урав- 
звено о=с0я5р въ этого заключаемь (такЪ извЪъ направле- 
ве оси х„ произвольно), что пространство #—1 изифренй 
1=0015# есть не что вное, какъ ода изъ ортогональныхь 
траектор вофхъ геодезическихь лин направляющихся въ 
одной и той же безвонечно-удаленной точ, т. е. одва изъ 
ортогональныхь траектор:й системы паралаельныхь между ©0- 
бою теодезическяхь лин й. Обратно каждая изъ этахь орто- 
тональныхь траекторй во вебхъ своихь точкахь дифеть 
кривизну, равную нулю, и потому дв как1я-угодно из® нихъ 
(принадлежавия только въ одной системв} могутъ быть ©0- 
вифшаемы одна съ другой, жавъ угодно. 

Вводя въ уравневе (23) перемнвую о выфето у, полу- 
-чаемъ другую равнозвачущую форму 


#5 


2 
до*-- к" В(ат, "+ @7, +... бы (21) 


Мы видфли уже, что совокупность #—1 линейвыхь 
уравнев И, свазывающихь координаты #,2,,.... „, пред- 
стапляеть теодезическую лин. Посмотрямъ, что представ- 
заетъ боле общая совокуцвость ит ланейныхь уравнений. 

‚ Предполагая, что изъ этихъ уравнев зызедевы выра- 
женя ит’ координатъ въ зависямости отъ 1 остазьныхь, 
мы видим, что число независямыхь параметров, заключен- 
ныхъ въ такой систем, есть (т-+1) (н—т). Вообразамъ 
теперь, ‘что вс в координать 2, 1,.... 2» выражевы 
зинейно въ фувкщи оть тж перемёнвыхь №, м... . и. 
Эти выражена, выстЬ взятый, содержать (т-+ я парамет- 
ровъ; во, если подчинить эти параметры условию удовлетво- 
рать Тожеству: . 


ИН ИН, НР 


(гдВ № остается неопредёленнымт), то &сно, что такпиъ обра- 


зомъ прибаванется”" "СЕЙ 


остающихся независимыхь параметровь окажется равнымъ 


+т условй, велфдетве чего число 
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— т. Но это число н® ни) превыг 


(ти ат 
шветь (т +1) (и); сяфдовалельно соотношешя, предполо- 
женныя между количествами 2 и количествами и, вифетв съ 
указаннымьъ услошемъ таковы, что они могут зам нять дав- 
ную систему —т уравненй безь вояваго исвлюченя. Въ 
такомъ случай, полагая 


И... т" = 4" а", 
хы выводимъ изъ этихь соотношенй слфдующее: 
Чена... аа = аи +... т, 
2-й, 


елдовательно 


Хан? +... . ы 
ван" + дит , 


® 
при условии: 
ИИ... чт =@*, 

Изъ этого слёдуеть, что м®сто точекъ, предетавленныхь 
совокупностью я—т линейныхь уравнен! между коорхива- 
тами 2, 2,,.... 2», есть пространство т изывренй, ко- 
тораго кривизна везл® постоянна и равне кривизн® перво- 
начальнаго пространства. 

Таквмъ образомъ, напримвръ, и—2 линейныхь уравневй 
1 
ю, 
воторой можно было-бы дать назвав е поверхности первазо 
порядка; п—3 уравнен! представаяють пространство трель 

В 1 
измуренй постоянной кривизны (=) итд 

ДЪйствительная геодезическая ли!я вполе® опредфляется 
двумя точками пространства; по гипотез, приватой до вихъ 
поръ, это свойство не можеть имфть никакого исключена. 

Поверхность перваго порядка вполн® опредфляется тремя 
точками пространства, На ней зефии точкамя лежать геоле- 
зическая линя, проходящая черезъ дв ея дЪйствительныя 
точки, такъ что, если двф дёйствательныя поверхности пер- 
ваго порядё имвють дв дЪйствительныя обпин точки, для 


представляють яовертность постоянной кривизны (=— 


р 


нихъ обфихь будеть общею вся геодезическая лин, опред®- 
дяемая этими двумя точками, 

ТГеодезичесь!й треугольнивкъ всегда расположень на опре- 
дЬленной поверхности перваго порядка, которая остается 
опредёленною и тогда, когда треугольнивъ безконечно малъ. 
Поэтому, если продолжить по геодезическимь лящямъ всё 
линейные элементы, заключенные въ одномъ я тоыъ же эле- 
мент® поверхности, —36% такимъ образомъ полученныя геоде- 
зачесыя лиши вмфють своямъ геометричесвимь мёстомъ 
опредфленную поверхность перваго порядка. 

Когда дв поверхности нерваго порядка пересфкаются 
но лини, ноторвя будетъь необходимо геодезической, т0 яхъ 
уголь иыфеть вездВ постоянную величину, т.е., есхи провеста 
‘черезъ какую-нибудь точку лини ихъ пересёчен1я два линей- 
ные элемента, норнальные къ этой лин пересфченя, одивъ 
на первой поверхности, & другой на второй, то безконечно- 
малое разстояые ихъ концов постоянно, если только сами 
оня суть длины постоянных. Дёйствительно (*), предпохагая, 
что 065 2, направлена по лини пересфчеша обфихъ поверх- 
ностей, мы можемь очевидно предетавать уравкеня этахъ 
поверхностей въ вид: 


п-т, т, тб, бен 
ть, т, ТФ, 2.3. Льат-Яь, 


тдё в и т’ постозвные параметры. Эти дв поверхности 
пересчены пространетвомъ <, =а, 10 двумъ теодезичесвиыъ 
линянъ, которыя по выше сдфланному заыфчаню ортого- 
„нальны въ оси х,. ДвЗ точен, которых координаты 


2, а, 1, ть, <... Л Ты, 
Я, ат. бе =, 


расположены соотвфтственно низ первой и на второй новерх- 
ности, и именно из тВхЪ двухъ, выше указанныхь, геодезиче- 
«вихЪ линяхъ, в ихь разстояше о можеть быть найдено (8) 
по формул: 


о 
ия 
Во У иь" аа, ый) * 


©) Нижеелёдующее доказательство, хоторое можно бызо бы, строго 
говоря, выпустить, помфщено ради формужь, къ которым» оно приводвтз. 
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ТВ 
НШ, тнт, "+. т, 
Мет, т, + ее И 
Отсюда, называя буквами 6, 6” длины двухь геодези- 


ческахь лин, взятыя между общею точкою 2, =, и двумя: 
разснатриваемыми точками, получаем: 


5 Ув — а," 5' 
воз = АЕ; 608й = —=,, 
В узла тщь В Уа-т 
и слЁдоватедьно 
тб 99» тб’ ",, 
ЗВ, ЭЙ ци И, 
Ув, ийдь" аи 
это показываеть, что 
о 5 5' М (ус 
605% = 608 =. 608 -— ЭТА БТА 
ОЗ ОЙ 098 т оЗНИЙ ЕВ 


Такъ вакъ въ этой формул не остается слёдовъ точЕй 
а,, взятой на оеи 2,, то завлючденъ, что, есди проводить 
на обфихь поверхноетахъ черезь какую угодно. точву этой 
оси геодезичесыя лив и, им юлия длавы биб’, геодезическое 
разстоян!е ихъ концовъ веегла постоянно. А такъ вавъ это 
свойство существуеть для веякахъ би, то оно имфеть 
м$сто необходимо и для безконечно-малыхь би 0‘; изъ чего 
п вытекаеть выше сказанная теорема. 

Вепоминая, что на основан!я доказаннаго раньше (етр. 
43) безконечно-малые треугольника подчивены обыкновенным ь 
соотноменямь плоекой тритонометри, мы вепосредетвенно 
приходимъ въ тому, что при безкопечно малых длинахь 

М 


0, 6, б', выражеше дар ССТЬ воснвусь угла, составляемаго 


цервыма элементами обфихь теодезическихь ливёй 0, 6’, т.е. 
есть косинуст угла между обфими поверхностями. Съ другой 
стороны легко вихёть, что разсматриваемый треугольникъ 
можеть быть вшольф произвольным геодезических треуголь- 
никомъ; итакъ, между сторовами а, 5, с я противоположными. 
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‘углами .4,’В, С геодезическаго треугольника, расподоженнаго- 
въ разсмотрнномъ пространствЪ, существуетъ соотношене 


а ъ е тегу Е 
вов — с08 ой 1, ЭЙ АЗИЯ у. в08А. .. (22) 


и равнынъ образомъ эналогичныя сму; это соотношеше отли- 
чаетея оть основной формулы сферической тригонометр!и 
только замфною Ё неличиною ВУ-1 (Весть равусъ сферы), 
стороны же и углы остаются т№же. Это вполыв согласуется 
<ъ фавтомь, уже увазанныиь Мандингомь (журн. Креляз, 
т.`ХХ) и доказаннымъ Кодацци (Алпай ТогюНвь 1857), 
если вопомпитя, что раземотр®нный геодезичесый треуголь- 
ниЕЪ расположенъ вцолнф ва поверхности перзаге порядка, 
т. е. на поверхности постоянной отривательной кривизны; по’ 
отвошеню къ этой поверхвоети онъ есть равкымъ образомъ 
теодезичесяй въ обыкповенпомь смысл5. Если предположить, 
что уголь С прямой, то дзё формулы, выводацциея изъ (22). 
перенёщенемь элемевтовъ, даютъ п0слФ надлежащаго пре- 
образовав1я, 


п в 
чатов. = авуйусовВ. .... @9 


Вообразямъ теперь. что вершина угла А улалнется не- 
опредфленно по катету Ь, между тЬмъ какъ сторона @ остает- 
ся нензыВнною по положению и величин®, мы увидим, что 
гипотевуза с возрастеть до безкопечпости, и в$ предёл® 
уравненя (22) п {23) дадуть 


608.4 =1, ит. созВ. 


'Изъ первой формулы вихно, что А-0, ‘т. е. что етороны 
и с взаммно сближаются асимототичесьи, в0гд» вершава 
угла А удаляется въ безконечность; вторая же формула ука- 
зываеть, что предфль угла В не прямой уголь, кавъ это 
бываеть на плоскости, по уголь менфе 90°, величина вото- 
рато зависить оть длины а слФдующимь образомт: 


В 
иит-ет Е. (и. 04) 


Поеслёдняя формула равносильна предыдущей. Если на- 
звать параллельными дв геодезическ!я лини, изправляющяся 
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-®Ъ одной в той же безвонечно-удалевной точ5Ъ, какъ мы это 
уже дфлали, то, черезъ одну и ту же точку можно провести 
9% различных геодезичесыя лини, параллельные данной 
геодезической лан; эта двф параллельныя одинаково накло- 
нены съ одной и ©ъ другой стороны вЪ геодезачеекой лин, 
проведенной узъ той же точви вормально къ данной лини, 
и ихь вавлонеше В къ нормали связано съ длиною а этой 
зормали соотвошенемъ (24). Этотъ результать вполнё ©о- 
тлаететея съ положевемъ, составлающямъ основу неевжлидо- 
-в0й Геометуйи, начала воторой, знавоныя уже Гзуссу, были 
мастерски изложевы въ синтетической форм Лобачевскимъ 
въ его „беотенчесне Олиегзисниисет“ (переведенныхь Но- 
пе’емь въ 1866 г.). Возможность построевя его системы 
при ножощи обыкновеннато синтеза (ограничиваясь проетран- 
ствокъ трехъ измфренй) зависить, во-первыхь, отъ того, что, 
какъ доказано, въ пространствахь постознной вривязны (по- 
ложительной или отрицательной) всакая фагурь может» про- 
извольно измВнать свое положен1е, ве яретеритвая некавого 
изифнен!я въ величин» и во взаниномь расположени своихъ 
«межныхь элементовъ; отЪ этой возможности зависить суще- 
ствоване равных» флпурь и, какъ слЬдете, законность 
принципа наложеня, Во вторыхъ, въ пространствах постоян- 
вой отрицательной кривизны геодезичесыя ливни характе- 
разуются, подобно Евклидовой прямой, свойствомъ вполнЪ 
опредвляться только двумя своими точками, такъ что аксома 
© прямой инифеть м%ето для этихь лиый. И точно также 
поверхности первато порядиа характеризуются, подобно Евкли- 
довой плоскости, сзойствомь опредёлаться только ремя 
<вовыя точками, такъ что для отихъь поверхностей имфеть 
ыфето аксюма о плоскости. КромЪ того отношешя геодези- 
ческихъ лай въ поверхностямь первато порядка и этихъ 
посяфднихь другь въ другу тЬ-же, что отнощев!я прамыхь 
къ плоскостямь и плоскостей между собою, ибо одна изъ 
этихъ поверхностей завлючаеть въ себ зсю геодезическую 
лин, разъ только на ней лежать двЁ точки этой лини, и 
дв® тавихь поверхности пересфкаются по геодезической ли- 
вши (и водъ постояивымь угломъ), если онф имфють одну 
общую точку. Изъь этого соотвфтетыя слфлуетъ, что если до- 
пустить основныя авсюмы обыкновенной геометри, исключая 
постулать о параллельвыхь, то теоремы, къ которымъ мы 
придемъ, оказываются тожественными съ теорезами геометруя 
пространства постоянной отрицательной кривизны, потому 
что эт& послфдняя геощетра иныфеть тВ же основы, какъ и 
первая, за исключешемъ упомянутаго постулата. Теоремы 
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этой геометрии вуществуютъ при везкомъ значенши кривизны, 
служащей пораметромь неевкхидовой геометрии { которую 
я предложиль бы назвать исевдосферическою), и только измп- 
енёя, сдфланныя въ объективномъ пространств могутъ насъ 
убфдить, что частное значене его кривизны есть нуль, т. е. 
что для этого пространства = со,—-подобно тому, кавъ зполько- 
посредством: измирен можно опредфлить кривизну даЕной 
сферы; составляющую параметр» геометря сферической. 

АВйствятельно можно убёдиться вв томъ, что теоря 
Лобачевскаго совпадаетъ, исключая терминовъ, съ геометрею: 
пространства трехъ изыф рев! постониной отрицательной кри- 
визны. Иятересующся этамъ вопросомъ можеть найти въ 
другомъ мфстВ бояфе подробное изложене {*). Здёеь, чтобы 
не дёлать слашеомъ длинваго отступленя, я ограничусь нё- 
сколькями враткими указавями. 

Неевклидова планиметр!я есть не что иное, вавъ 
геометр1я поверхностей постоянной отрицательной кривизны. 
Окружности этой пяаниметрн соотвЪтствують лавямъ, пере- 
сфкающимь ортогонально ве геодезичееше рамусы, выходя- 
пе изъ одной и той же точки поверхности, или соотвЪт- 
ствують геодезичесвимъ оБружностямъ. Периметрь ихъ въ 
функлыя геодезическаго радфуса г опредЪлается формулою 


веет) , 


хакъ это уже указано Гауссомъ. Черезь три точки поверх- 
ности ве всегда можно провести геодевическую окружность, 
яиуфющую центръ въ дфиствительной точк®. Официклы яли 
предъльныя кривыя Лобачевекаго суть не что иное, казъ 
теодезичесвя окружности, съ центромь въ безконечности, 
т. е. воторыхь радусы образують систему параллельных 
геодезнческихь лин й. Полагая въ уравнении (21) я=2, по- 
зузаемь 


й 
вое Вах’ 


48 


выражене ливейкаго элемента поверхности постоянвой отрв- 
цательной кривизны, отнесенное въ систем» ковцентрячесвихь 


2 бы. предыдущЫ мемуарь (Оныть объяенеши неевезндовой 
теометрну частности, развитых там дли случая двухь изыфрешй, легко 
мокуть быть новторены для случая треть нзмёренй, въ особенности есаи 
иыёть аъ виду настоящее созинеше в еслк врябёгать кз помощи вовомо- 
тательной сферы. 
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оряциЕловь ‘я къ пхъ радусамь. Вад этого выражен я `ло- 
хазызаегь, что при подходящеме сгибаши поверхноств ори- 
диЕды могуть обращатьея въ параллели поверхноети враще- 
я, которой мерищанъ есть кривая касательныхь постоянной 
длины, равной В. 

Неевклилока. стереометр!я сеть не что иное, хавъ 
тесметия пространству трехъ изм$ренй поетоявной отрица- 
тельной кривизны. Мы уже сказали, ‘чему въ этой геометря 
соотЕфтотвуюгь прямыя и плоскости. Сферяческимь поверх- 
ноетямъ соотвётетвуютъ поверхности, пересфкающя ортого-. 
нально вс геодезичесые радусы, выходящие изъ одной и 
той же точки, т.е. геодезическя сферы. Здфеь тавже можеть 
‘произойти, что черезь тря точкя, и тёмь бозве черезь че- 
тыре, нельзя провести геодезичеекую сферу, иифющую цент- 
ромъ дЬйствительную точку, Орисферы паи предъльныя по- 
„вертности Лобачевскаго (*) суть не что иное, вавъ геодези- 
‚чесвйм сферы, которыхъ центръ въ безконечности, т. е, та- 
хихъ, которыхь радусы образують систеиу параллельныхь 
теодезичесвихь лин пространства постоянной отрицательной 
кривизны, Полагая въ уравнеши (21) #3, имфемъ 
, 


Урата * 
вв" + 4, 


тв 
В 
7» =”, 
еа—х, а—т, 
и обратно 
д За За Ви, дети," В) 


Е ИТУ ИЕ ити 


Формула (25) представляеть линейный олементь неевкли- 
дева пространства, отневепный къ слстемБ  вонцентриаче- 
скихъ орисферв и къ систем ихъ радгусовь. Видъ этого 
элемента показываеть, что всякан орисфера, опрелфляемая 
уравзенемь п=5с0и52, есть поверхность еъ вравизною, равною 
нулю (т. е. поверхность, наложимая ва Езклидову илоскость 
посредствомь проетого егибанйя безъ растяжен!я), такъь навъ 
ея линейный элемевтъ имфеть форму 


43 = сопзр><Уйт, "+ ат," 


{®) Ни поверхности Р Болок, 
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и такъ какъ перемфнныя у,, у, суть декартовы пряжоуголь- 
„ныя коорданаты ея точекъ, Поверхность нерваго ‘порядва: 


1, их, их, +р-0 
‘представляется въ координалахь 7, т, 7, уравненемъ: 
За (м, +1) + (апр) +5, '+9,*) = (ВЕ 


и потому пересфкаеть ориеферу (кая которой "= 0075) по 
лини, превращающейся въ Бругь въ плоской разверткВ этой 
поверхности. Этоть кругъ праводится къ праной только въ 
томъ случа, кома р-=— 0и, т, е. когда уравнеше поверх- 
ности перваго порядка имфеть видъ: 


1, +тхт, + п (а, —а}=0, 


что происходить, когда эта поверхность есть даметральвая 
поверхность орисферы, или когда она прохолить через 
дентръ (въ безконечноети) этой ориеферы, Въ этомъ схуча% 
зиня пересфченя есть очевидно орицикль этой маметраль- 
ной поверхности, между тЪмъ кавъ, по отвошеню въ ори- 
сферь, ока тавова, что превращается въ прямую, когда ори- 
сфера развернута ва плоскости. Изъ этого вытекаеть, что 
треугольнивъ, вачерченный на орисферф тремя Маметраль- 
ными поверхностями, есть въ сущноети геодезичесый тре- 
угольникъ, расположенный ва поверхности нулевой вравизны; 
ноэтому онъ удовлетворяеть везиъ соотнощенямъ обыкновен- 
вой плоской тригонометр!и, такъ казь онъ можеть быть ео- 
выфщень съ прамолавейнымк треугольникомъ. 

Тавамъ образомъ всф понатя неевклиховой геометрия 
ваходать себ полное соотвфтетве въ геометри простран- 
ства ностоянной отрицательной кривизны. Необходимо толь- 
во обратать внимаше на то, что, между ТЁмъЪ вакъ по- 
ната неевкдидовой планиметр!и получаютъ истинное и вад- 
лежащее объясневше, всяфдетве того, что могуть быть по- 
строены на дюйствительной поверхности, —тВ, воторыя 
относятся къ тремъ изыфренамъ, могутъ быть представ- 
лены тольво аналитячееки, ибо пространетво, въ воторомъ 
такое представлеве могло бы быть реализировано, отличается 
отъ того, въ которому вообще примфнзетея слово яростран- 
ство. Пе врайней мёрЪ опыть, повидимому, не можеть быть 
приведень въ соглаее съ результатами этой болфе общей 
теометр!и иначе, какъ при помощя предположен!я, что по- 
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етоянная А безковечно велика, т. е. что кривизна проетран- 
ства равна нулю; это впрочемъ могло бы произойти только- 
отъ мзяыхь разибровь треугольваковь, которые мы можемъ. 
измфрять, иля отЪ малыхь разивровъ той части пространства, 
на Боторую распространяются наши набдюденя, подобно 
тому, кавъ это случается съ изыфрешами, сдёлавными н& 
иалой части земной поворхноств и точность которыхъ ведо- 
статочна для того, чтобы сдфлать очевидною шарообразность 
земли. 

До сихъ поръ мы говорили только о пространствахь ® 
измфрешй еъ вривизною постознною я притомъ отрицатель- 
ною; основашемъ этому служило то, чтомы преямущественао 
имфли въ виду сближеве относящихся сюда понямй съ но- 
нятями геометре неевклиловой, ио отношеню въ воторой 
противоположная типотеза предетавяяеть мевфе интересв. 
Твыъ не менфе мы зд®еь скащемъ ифекольБо словъ и о ней, 

Линейный элементь 


Уд. * За... Ча» 
@-=В 9х, * +42, ви 4х.‘ — 42 ‚ . 5 
въ воторомъ 
+... 


принадлежить пространству ® измфрезй, котораго кривизна, 


вевль постоянна и равна Эта формула выводится изъ 


Е’ 
{1) посредетвомъ замёны Л, а, 2 воличествами ЕУ—1, а’—1, 
УТ, я в6Б свойства и уравненн, основанныя на чисто 
аналитическихь преобразоватяхь элемента (1), существують 
очевидно, съ указанными изыфненяыи, для этого другаго 
элемента. Напраифръ формула (8) изыЪняетея въ саЪдующую: 


дат, о... кий” 
аще. + 


| 
вов= = 
В Ума +. 


7 
у (27) 


дающую дЪйствительное значене дпя ©, каковы бы ни были 
дЬйствительныя значея 2, 2,.... 4», 2, °, #5)... Яр’. 
Яено, что для этихъ пространствъ теорема 0 наложимости 
лвухъ какихь угодно частей пространства существуеть все- 
пло. 

Если въ выражени (26) предположить дЪйствательными 
перемфаныхя 1, 2, 2,,.... 4» и побтовнвыя Вий, 1о- 


— 65 — 


значеня, воторын можно допустить дзя координать 2, #,, 
:,.. , ве имфють никакого предфла и могутъ изыбнаться 
оТЪ— со д0+00. Для вебхь дфйствительныхь значенй этихъ 
координать пространство нелрерыено и односвязно, но не без- 


конечно (Риманнъ, Ш, $ 2); ибо если похожить въ (27) 
де, в,’ Т, еб А,Т, 


прячемь ),*4,'+..., +, "=, то да г=оо мы по- 
лучихь формулу 


ела + Ааа, 


Е Ума чаь ть. 


608 


дающую зля 0 значеше конечное и опредёленное, Геодези- 
чесыя зиви по прежнему изображаются линейными уравне-. 
нами; но, въ ввду допустимости безконечно-большихь значе- 
эй дла воординать, принциюъ полнато опредфленя геодеви- 
ческой лиши двумя ез точками перестает быть истиннымь 
безь искаючешя. ДЬйствительно, пусть мы имфемъ уравненя 
геодезической лини: 


ЕВ, =, ..,. 


Цока по крайней мёр одна изъ точекъ, черезь которыя 
теодезическая лин!я холжна проходать, имфеть конечныя ко- 
ордиваты, веВ коэффищенты могуть быть вполнЪф точно опре- 
дьлены, но если 06% точен имЗютъ безконечныя координаты, 
то понадобится дать уравнешямъ видъ 


‚ , 
ман, ма, ь.... 
Ем 


и подставить вифето первыхь членов предфльныя значеня, 
къ воторыхъ оий стрематея въ этихъ двухъь точвахъ. Если 
эти предзлы равны между собою, то значеня вторыхъ к0эф- 
фящентовъ остаются неопределенными, и геодезичесная лия 
не можеть быть единственкою и опредфленною. Если предзлы 
различны, то координаты геодезической лани безконечны во 
вефхь ея точкать, 

Соображен!я, которыя привели насъ къ уравнению (13), 
не приложимы къ пространствамъ постоянной положительной 
кривизны, потому что въ этигъ поелфдвихь нфть точевъ, 
находащихея въ безконечностя. Слёдовательно формамъ, пред- 


5 
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ставленнымь этимъ уравненемь, ныть соотьЁтетвующихь Въ 
этихь пространствахь, точно тадъ же, назъ въ нихь нЪть геоде- 
зяческахь линЙ взаимно-параллельныхъ. 

Мы видимъ, что геометран проетранствъ постоянной по- 
зожинтельной кривизны (которую можно вазвать сберическою 
вометжею въ болве обширномъ смыслв этихь словъ, ибо, 
навъ похазываеть уравнеше (22), геодезичесые треугольники 
подчивены здфсь завовамъ сферической триговометри)} весь- 
ма значительно различается отъ геометрия исевдосферической, 
хотя и допускаеть выфстВ съ этою послёднею существоваше 
равныхь фигуръ. Впрочемнъ псевдоеферяческая геометрия мо- 
жеть привести ъ раземотрьнию пространствъ положательной 
врявизны. ДЪйствительно, полагая въ уравнени (26) 


Е с: у 
аходимъ . 
@— ВУ... Фуа 
при усзови у’-+у,'+ .,.. +9" = 1; ЭТОТ результат, 


&еля принять во внимаше уравнеше (18), въ воторомъ поло- 
вить 90—00, показываеть немъ, что геодезичеея сферы 
радууса О въ ВространствВ # измфрен постоянной отрица- 


тельной вривизны —=. суть пространства #—1Т изыёревй 
В 
постоянной положительной кривизны —- 
„ВыЬ т, . 


Итакъ, сферическая геометр:х можеть быть разематря- 
ваема, какв заключающаяея въ пеевдосферической. 


Болонья. Августь 1888. 


0 ГИПОТЕЗАХЬ, ЛЕЖАЩИХЬ ВЪ ОСНОВАНШГ ГЕОМЕТРИИ, 
ВЕРНГАРДА РИМАННА. 
Пер. Д. М. Синцова. 


Планъ изельдованя. 


Какъ извфетио, геометр:я предполагаеть поняте про- 
хтранетва и первыя основныя понатя о построешахь въ 
пространствЪ, вавкъ нфчто капередъ данное. Она даеть для 
нихь опредфлен:я чисто номилальныя, тотда какъ существен- 
выя опредфлен!я вводятся въ видф авоюмъ. Взаимное отно- 
иев!е дёлаемыхь тавимъ образомъ первичвыхь предиолове- 
нэ остается поэтому во иравВ; не видно, необходима ли связь 
между ними, и вЪ какой мёрЪ; а рР1ог: не ясно даже, воз- 
можна ли такая связь. 

Эта, темнота не была устранена ни математаками, ни 
философами, завимавшимися этимъ прехметомъ, начиная отъ 
Евклида я до Лежандра,—чтобы назвать только знаменитЁй- 
шаго изъ современныхь воздёлывателей геометр!и, Причиною 
этому было разумфется то обстоятельство, что оставалось 
«совершенно неразработаннымь общее понате о многократно 
протаженныхь величинахь, которыхъ частный случай соста- 
вляють проетранствеяныя величины. Я поэтому пеставихь 
еб прежде веего задачу вывести позате о многократно 
протаженной величин изъ общихъ понатй о величин. От- 
сюда будеть лено, что многократно протяжевная величина 
можеть обладать различными метрическими соотношенями, 
‘и пространство поэтому является только нфкоторымъ особен- 
нымъ случаемь трикратно протяженной величины. Необходи- 
мымъ же сиБдстыемъ отсюда будеть т0, что теоремы гео- 
метр не могутъ быть выведены изъ общихь понят! о вели- 
чин, во что тВ свойства, которыме отличается пространство 
отъ другитъ мыслимыхь тривратно протаженныхь величину, 
могуть быть выведены только изъ опыта. Отсюда аваяется 
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задача— отыскать простёйцие факты, изъ которыхь могуть 
быть выведены метричесья соотношен!я простракства, — задача, 
которая по самой сущности зещей не внолнё опредленна; 
бо можно выбрыть нфеводько системъ простыхь фавтовъ, 
достаточныхь для опредфлевня метрическихь соотнощенй 
пространства; важиве всего для настоящей цёли ть система, 
которая положена въ основане Евклидомъ. Факты эти, какъ 
и веВ факты, не необходимы,—они вывють только эмпи- 
`фическую лостовёрность, они суть гипотезы; поэтому нужно 
лзелёдовать ихъ правдоподобность, которая во велкомъ случз 
зесьиа велика въ предфлахь наблюденй, и залбмъ уже су- 
ДИТЬ 0 ВОЗМОЖНОСТИ распространена вхъ и за границы на- 
баюдеюй, кавь въ сторону величинъ неизифримо-—большихъ, 
Такъ и Въ еторону неизифримо-малыхь, 


Т. Понят!е © зеличинй я-кратно протяжоняой. 


Длая попытву разрёшить первую изъ этихъ задачь— 
установить понате о величияв нёсколькихь протяжев й, я 
могу разечитывать на снисходительное суждене тёыъ боле, 
что пывю мало вавыва въ подобныхь работахъ фидософскаго 
характера, вт воторыхь трудности заключаются болфе въ 
понамахь, чФыь въ построешт, я не могь воспользоваться 
никакими предшествующикя работами, вромф н$воторыхъ 
очень краткйхъь намековь, сдёланныхь относительно этого 
ТГауссомь во второмъ мемуар о биквадратичныхь вычетахъ, 
въ Готгангенскихь „беере Авееюей“ и въ его юбилейвомъ 
сочинени, и нёкоторыхь философскахь изысканй Гербарта. 


$1. 


Повяе величины возможно только тамь, гдВ суще- 
ствуетъ общее понят!е, допускающее различные образы 0б0- 
собленя. Смотря по тому, возможенъ ли, или невозможен. 
непрерывный между нами переходь, он образують непре- 
рывное или дискреглое многообраме; отдльные образы 06060- 
блешя называются въ перзомъ свучаВ точками, во второмь 
эхементами этого многообразия, Поннтя, которыхъ образы 
оббсобленя образують дискретное многообразие, такь часты, 
что дня вавияъ угодно вещей всегда можно найтя— по край- 
ней мёрь въ болВе богатыхь язывахъ-—такое повзи!е, подъ 
которое он бы подходили {и математики могли, ничвыь ие- 
затрухняясь, исходить Вь ученш о даскретныхь величинахъ 
изъ требования, что взятыя вещи доажно счатать однорох- 
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зыма); напротивъ, поводы къ образованию понят, коихъ.раз- 
личные образы обособлешя образуютъ непрерывное ыного- 
образе, тавъ рёдвн въ обыденной жизни, что мвста ощу- 
щаемыхь предметовь и цвёта суть почти единственныя простыя 
понят!я, коихь различные образы обособленя образують 
непрерыввое многообразе. Човоды къ образованю и вы- 
работнё подобныхь понатй встрёчаются чаще только въ 
высшей математиЕв. 

Опредёленныя части многообразия, выдфляемыя какямъ- 
„нибудь признакомъ пли гранацею, называются холичествами 
{91ап). Ихь количественное сравнене въ дисвретныхь 
величинахь выполняется путемъ счета, въ непрерывныхь — 
путемъ измфреня. Изифреше завлючаетея въ казожент 
поллежащихь сравнению величинъ; для взмёреня требуется 
тавимъ образомъ средство навосить одну величину н® другую, 
какъ масштабъ. Если этого нёть, то дв величины можно 
сравнивать только тогда, вогда одва составляетъ часть другой, 
.й притомъь можно заключить только, что одна больше или 
меньше другой, но нельзя завлючить, насвольво больше или 
меньше. ИзелБдоватя, которыя можно производить въ этомъ 
хлучаВ о подобныхь величинахь, составляють общую часть 
ученйя о величинахь, независимую оть опредфлен!й метриче- 
„екаго характера; въ ней величины не разематриваются ие- 
зависимо оть ихъ положена и ие принимаются выражаемими 
помощью из которой единицы, но разематриваются кактъ области 
зъ нфквоторомъ мкогообрази. Подобныя изелёховав!я сдфла- 
лись существенно необходимы для вфкоторяхь частей мале- 
матики, именно для изученя иногозначныхь аналитическихь 
фувкщй, и отсутстве тавяхь изсавдованй было можеть быть 
гаавною причиною того, что знаменитая теорема Абеля и 
изсхвловаюя Лагранжа, Пфаффа, Якоби по общей теор 
дифференщельныхь уравненШ такъ долго оставалясь без- 
плодными. Дза цей настоящаго ‘изслёдован!я достаточно 
поставить на видъ два пункта изъ этой общей части ученя 
© протаженныхь величинах, въ которой предполагается на- 
передь только то, что заключается уже въ самомъ понат и: 
первый изъ этахъ пунвтовЪ касается составлевйн поняття 0 
многообраз кратно протяженномь, второй—сведев!я опред*- 
лен!й положеня въ ханномъ многообрази на количественный 
-опредфлемя и обнаруживаегь существенаый иризнакъ я- 
кратной протаженности. Г 

2. 


Если въ ваБомъ-вибудь понаятш, различные образы %бо- 
соблеша коего составлаютъ непрерывное многообразие, пере- 
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ходимъ опредёленнымь способомъ отЪ одного образа обособлен я 
къ другому, то пройденные образы составляютъ одно протяжен- 
ное многообразе, которахо существеннымъ празнакомъ хвляет- 
ся то обстоятельство, что въ веиъ оть какого нибудь пунетё, 
непрерывный цереходь возможенъ только въ двф сторовы— 
впередъ и назад. Если теперь вообразимъ, что многообрае 
переходить въ другое, совершенно отличное, и притомъ снова 
опредфленнымь способомъ, т. е. твяъ, что каждая точка пере- 
ходить въ опредфленную точку другого, то вся совокупность 
полученныхь такимъ путемъ образовъ обособлев1я составляетъ, 
двупротяжевное иногообразе. Подобно этому получимь три- 
протяженное многообразе, если представимъ себф, что лвупро- 
тяженное переходить опредфленнымь способомъ въ другое, 
совершено отЪ него отличное; не трудно вяд®ть, каяъ можно- 
продолжить эти ностроемя. Если вмыфето того, чтобы считать 
поняте подлежащимъ опредфленю, бухемъ объектъ его раз- 
сматриваль перемфннымь, то это построеше можно назвать 
воставленшемъ измфняемости #+ 1 измфрев?й изъ излвнлемости 
п изыфренй и изъ измёняемостя одного измфрешя. 


$3. 


Я покажу теперь, кавъ обратно можно разложить данную из- 
ифняемоеть ва измЗннемость одного изиЪренйя и изифняемость 
меньшаго, чёмъ ланчая, чиела измфренЫ съ этою цЬлью 
представимъ себ перемфнную часть многообрамя одного 
изм реня начиная оть опредфленной исходной точки, такъ 
что значеня ея сравнимы между собою, — которая инфетъ для 
каждой точки даннаго мнохообраа опредфленное значене, 
изифняющееся непрерывнымь образомъ съ измёневенъ точки, 
илв другими словами возьмемъ внутри данваго иногообраз!я не- 
прерывную фуницио мета, притомъ такую функцию, которая 
не остается постоянною на всемъ протяжеви нЬкоторой чаети 
многообразля. Каждая система точевъ, для которой эта функшя 
выфетъ постоянное значене, образуеть непрерывное многооб- 
разе меньшаго числа изм рен, ч$ызь данное. Эти мвогообразя 
вереходать при измёнени функди пепрерывнымь образомъ 
одпо в другое; можво поэтому припать, что изъ одного 
такого многообращя получаются всё остальныя, и говоря 
зообще, это можеть произойти такъ, что хаждан точка пе- 
рейдеть въ опредфленную точку другого многообраз!я; исклю- 
зительные елучал, изслфдован!е которыхъ представляется важ- 
иыытЪ, можно здВсь не разсматривать. Такямъ способомъ опре- 
дфлеше положешя въ данномь многообраи сводится на 
одно опредфлене величины и на опредёлее положеня въ. 
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многообразия меньшаго числа протяжен!. Легко показать, 
что это мвогообраше пыфегь п—1 изыфренй, если данное 
многообразие имфеть й измфревй. Цутемъ п-крализго повто- 
решя этого разсужденя опредёлене положемя въ данномъ 
мнотообраши въ сучёВ, если ‘оно возможно, сводится на п 
опредфден!й величины. Существують однако и тавя нного- 
образ, въ которыхь опредфлеше положеня требуеть не 
конечнаго Числа опредвлевй величины, но зли безконечный 
радъ или непрерывное многообраз!е тавихъ опрелленй. Та- 
внин многообраз1ями будуть, напр., возможных значеня ифкото- 
рой функщи для данной облаети, возможные вады простран- 
ственной фигуры. и т, х. 


ТТ. Метричесыя соотнощеня, возможных для многообраця 

я ивыфренй въ предположения, что ливня дмёють длину не- 

завнонмо оть положены, такъ что каждая лин можеть 
быть изийряема казждою другою. 


Цослф того кавкъ понят объ и-протяженномъ много- 
образя составлено, я пайленъ существенный признакъ тахого 
иногообразя въ томъ, что опредълене положешя въ иемъ 
сводится на п количествевныхь опрехфленй, выступаеть 
вторая задача-изысевн!е метрическихь соотношензй, возмож- 
выхъ въ тавомъ многообраз:и, и условый, достаточныхь дая 
его опредфлешя. Эти метричесыя соотношея можно из- 
сяфловать тольхо въ отвлеченныхь поняпахь величины и 
представить въ свазномъ вид только формулами; при извёет- 
ныхъ предположеняхь можно однако разложить ихъ на таЕ1я 
соотвошен, которыя, взатыя порознь, способны вмёть геоме- 
трическое изображеше, и потому является возможнымь рыравнть 
теожетрячески результаты счета. Поэтому, хотя и нельза из- 
бЪжать отвлеченнаго языскашя съ помощью фориуль,— 
чтобы вить твердую почву, но результаты ивыскан!я могутъ 
быть облечевы въ геометрическую форму. Основы для того 
в другого заключаются въ зноменитомь мемуарв Гаусса о 
кравыхь поверхностахъ. 

$1 


Метричесвйя опредёден/а требуютъ независимости величи- 
ня отъ подожен]я, что достигается различнымт образомъ: прежде 
веего представляется допущене (которое я принимаю здЪеь), 
что хлина лин не зависить отъ положена, тавъ что каждая 
лин можеть быть изивраема вандою другою. Еели опре- 
дфлевн положешя сведены ва количественныя опредфлен!я, 
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я положене точкя въ давномь и-протяженномь многообразия 
выражено помощью # перемнныхь величин 2,, 2,, 2., и 
т. д. т», то опредёлене лини сводятся въ тому, чтобы 
дать величины х въ фунещи одного перемфннаго. Задача 
сводится тогда къ установленно математическаго выраженя 
для длины лин, для этого величины 1 нужно считать епособ- 
ными выражаться въ извёетныхь едииицахь, $ раземотрю 
эту задачу только при извёствыхь ограничешять и ограничусь, 
во-первых, такими лишами, въ которыхь отношеня между 
величинами 92 совыфстными изыфненыи величинъ #—53- 
"вняются непрерывно, тогда лишШя можно разсматриваль 
резхоженныма н& эдементы, внутри воторыхь отношена 
зеличивъ 42 можно считать постоянными, и зацача сводитсх 
тогда въ тому, чтобы установить для каждой точки общее 
выражене зыходаящаго изъ нея линейнаго элемента 43, который, 
тавимъ образомъ, будеть содержать величины 2 и величины #5. 
Я пранямаю, во-вторыхъ, что длина линейнаго элемента остается 
зеизы&нною, пренебрегая величинами 2-го порадз мадости,— 
если всв точви этого элемента подвергнутся одному и тому 
же безконечно малому перемфщенНо, откуда непосредственно 
сл8дуеть, что еели всЪ велачявы 42 возрастають въ одномъ 
и томъ же отношев!и, ланейный элементь также изиёняется 
въ этомъ отношенм, При такомъ предположеши линейный 
элементь можеть быть произвольною одяородною функщей 
лервой степени 075 зеличинъ 9, которая не изифняетея, когда 
ве @х мЁняютъ знакъ, причем произвольные коэффащенты 
суть непрерывныя функщи величизъ х. Чтобы найта про- 
стЬйше случаи, я ищу прежде всего выражеще для (я—1)- 
протаженныхь многообразй, вездВ равноудаленныхь отъ 
начальной точки линейнаго элемента, т. е. я ищу непрерыв- 
ную функпию м%ета, отличающую одно мвето оть другого. 
Эта функция, начиная оть начальной точки, должна во ве 
стороны или убывать или прибывать я прину, что онь 
узезячивается во вевхь паправленгахъ и слвловательно иметь 
въ точкВ свой инпипаю. Тогда, если ея первая и вторая 
производныя колечны, дифференталь перваго порядка долженъ 
обрататьея въ нуль, в второй дифференщаль не можеть быть 
отрицателенъ; я принимаю, что онъ остается постознно положи- 
тельнымъ. Это дифференщальное выражен!е второго порядка 
остается тогла постояннымъ, если 48 остается постоянным, 
и возрастаеть пропордюнально второй степени нЪвоторой 
величины, еели величины 4, & схВдовательно и 43, измфняются 
пропорцюнально первой степени этой величины, Оно равво по- 
этому Сон. 43*, и слёдовательно 9$ равно корню квадратному 
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изъ однородной фупкщи второй степени, остающейся постоянно 
положительной и имЪющей коэффищентами непрерывных функ- 
ци величинъ х. Для пространства, если опредфлимъ положеше 
точки въ прямоугольныхь коорданатахь, имвемъ 48=У5(4г)*; 
пространство тавимъ образомь подходить подъ этот простёй- 
ий случай. СхфдующиЙ за этижъ простой случай обнимаеть 
многообразия, въ которыхъ линейный элементь ножеть быть 
зыражень корнемъ 4-й степени изъ дафферевцальнаго выраже- 
з!я 4-ой степени. Ивзелфховаше этого боле общаго схучая, хотя 
и не потребовало бы никакахь сущеетяенно новыхь принци- 
повъ, но отняхо бы довольно иного времени и бросёло бы ерёзни- 
тельно мало свфта на учеше о пространств}, такъ вавъ резуль- 
`таты его не выражаются въ тому же геометрическая; я ограничусь 
поэтому многообрёзями, въ воторыхъ линейный олемевтъ выра- 
ается квадратнымъ корнемь изъ дифферевщаньнаго выра- 
жен!я второй степени, Такое выражене можно преобразовать въ 
другое ему подобное, заиВнля 2 незавясимыхь перембнныхь 
функшями я новыхь независимыхь перемфиныхъ. Тавимъ 
путемъ нельзя однако каждое выраженще преобразовать въ 


: 1 . 
каждое другое; ибо выражеше содержать ин хоэффиц- 


еятовъ — произвольвыхь функц! отз независимыхь пере- 
мвиныхь; вводя новых перемнныя, удовлетворинъ только # 
соотношенямъ, и слёдовательно только # коэффищентовь 
данныхь выражен! могуть сдёлаться равными. Остальные 
(я. 
2 
многообразя, и для установленя его метрическихь соотношен!й 
требуетея такимъ образомъ ий фунЕЩИ мфота. Мвогооб- 
рамя, въ которых, казъ на плоскости и въ пространств, 
линейный олементь приводится въ виду У5(4)* предста- 
вляють поэтому только особенный случай изелбдуемыхь заЪсь 
многообразй; имъ слфдуеть придать особое назваше, и я 
буду вазывать плоскныи тавя многообраз!я, въ которыхъ 
ввадратъ линейнаго элемента можеть быть предетавлень въ 
видф суммы квадратовь полныхь хифференшаловъ. Чтобы 
можно было обозрфть существенныя особенности вофхъ много- 
образй, представляеныхь вышеуказаянымь образомъ, необ- 
ходимо устранить тЪ ихъ особенности, которыя проястекають 
отъ способа представлен; это доетагается выборонь пере- 
мфаныхь велачинъ по опредёленному привцану, 


уже виолнё опредфлены природою изображаемаго 
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Съ этою цёлью вообразимъ себф, что построена систе- 
ма вратчайшихь лин, выхохащихь изъ кавой-нибудь точки; 
положене всякой другой можеть быть тогда опредфлено из- 
чальнымь направлешемъ кратчайшей линш, на которой ова 
лежить, и ея разстоящемъь по этой лиш оть начальной 
точки и выражается поэтому отношещями величияъ 42°, т.е. 
зеличинъ @7 въ начал этой вралчайшей лини, и длиною 8 
этой лини. Введемъ теперь выЪсто 42 тамя составленныя 
изъ нихъ линейныя выражевя Фо, чтобы начальное значене 
квадрата линейнаго элемента равнялось сумиЪ квадратов 
этихъ выражен (независимыми перемфилыми будуть сиВло- 
вательно зеличина 8 и отвошеня величанъ 4%), и подста- 
вямъ наконець выЪсто 4х ташя пропорщовальныя имъ ве- 
лИЧиНЫ %,, 2,... 2„, что сумиа квадратловъе5°. Если введемъ 
эти величины, то для безконечно малыхь значенй х квадрать 
линейнаго элемента - У@х“, членъ слёдующаго высшаго по- 
радва въ немъ равень одпородному выраженно второй степени 
от у величин (тае,—я,‚@х;)-—безконечно-малой ве- 
личинв 4-го порядка, тавъ что раздфляя это выражене на 
Езадраль площади безвовечно малаго треугольника съ верши- 
нами (0,0,0,...), (2,2, 5,...), (@х,, @т,, @х,...), получимъ конеч- 
ную величину. Эта величина сохранаеть одно и тоже значе- 
не, пока хи @х закаючаются въ одафхь и тВхь же бивар- 
ныхъ линейныхь формахъ, или пока об вратчайпия ляти 
отъ значенй 0 до звачей х и отъ значенй 0 до значешй 
Я остаются въ одвомъ и томъ же оэлементВ поверхности, 
и зависить, слёдовательно, только оть м%ета и направленя 
этого элемента. Она очевидно--0, еели изображаемое много- 
образе плоско, т. е. если ввакратъ динейнаго элемента при- 
водятся въ виду У95*, и можеть поэтому служить мёрою- 
существующего въ этой точВ уклоневя многообрайя отъ 
плоскаго. Умножевная на—'/,, она равняется той величин, ко- 
торую Гауссъ назваль иброю кривизны поверхности. Для уста- 
новленя метрическихь соотношенй я-протяженнаго много- 
образя, представляемаго въ предположенномъ видф, найдены 


и—1 В 
были необходимыми и функц! мЪста; елдовательно, 
И 
если ира кривизны дана вЪ каждой точек для я на- 


правлевй по поверхности, то отсюда можно найти метри- 
чесвя соотношеня многообразя, если только между этими: 
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значешяни не существуеть тожественной зависиности, что- 
на самонъ дЪлВ, вообще говоря, не инфеть мфста. Метри- 
чесыя соотношеня тФхъ многообразй, въ которыхь линей- 
ный элементь выражается квахратнымь корнемъ изъ хиффе- 
ренщальнаго выражен! второй степени, могуть быть выражены 
такииъ образомъ совершенно независимо отъ выбора пере- 
иЪнныхь величинъ. Подобнымъь путемь можно подвигаться 
5Ъ ТОЙ же цфли и в5 тевихь иногообразяхь, въ вотерныхз. 
чинейный олементъ предетёвляется помощью болёе схожнаго- 
выражевя, напр., помощью корня 4-0й степени изъ хиффе- 
ренщальнаго выражен1я 4-0й степени. Тогда линейный эле- 
менть нельзя уже, вообще говоря, привести къ виду корня 
хвадратваго изъ суммы квадраловь линейныхь выражений, 
и потому въ выражеши для квадрата зинейнаго элемента 
увлонене оть плосваго будеть величиною второго порядка 
малости, & пе четвертаго, вавъ ВЪ ранфе указанныхь много- 
образахъ. Въ виду такой особенности этихъ послЪхнихъ 
многообразЙ они могутъ быть названы плосзиии ВЪ безко- 
нечно-мальхь частяхь. Самое же важное для настоящей ц\- 
ли свойство этяхь многообрайй, ради котораго они одни 
только и будуть изслёдовавы здЪсь, состоить въ томъ, что 
соотномен!я  двупротяженныхь многообраый геометрически 
изображаются поверхностями, а соотношеня этихь много: 
образ большато числа протаженй сводятся на соотношеня 
волержащихея въ нихъ поверхностей; посяфднее требуетъ 
нЪкотораго пояененя, 


$8 


Въ представлеше поверхностей раломь съ внутренними 
метраческими соотношенйями, въ которыхь обращается вни- 
мате только на длину путей въ нихъ, привходить постоян- 
по и ихъ положеше относительно вифшнихь точекъ. Но отъ 
энЪшнихь отноптен!й можно отвлечьея, подвергая поверхности 
тавизъ измфиенамъ, при которыхь не измфняется длина на- 
черченныхь на нихъ лизй, т. е. представляя ихъ себё со- 
тнутыми безъ растяжен!я ‘и разематривая веЁ тая поверх- 
ности однородными между собою. Такамъ образомъ, произ- 
вольныя цилиндричесвя или коничеевы поверхности будуть, 
напр., однородны съ плоскостью, такЪ взкъ онф могут быть 
пояучены изъ нея простымъ стибавемъ, причемь внутреннзя 
метричеекя соотношевя остаются безъ изыфнешя, в веё те- 
оремы о нихь, т, е. вся изанинетр1я— сохраняють силу; на- 
протазъ, ов не одяородны еъ шаровою поверхностью, ко- 
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‘торая не можеть быть превращена въ плоскость безъ растя- 
жены. По предыдущимь изелёховав!ямъ, если линейный эле- 
менть выражается помощью ввадратнаго корня изъ диффе- 
ренщальнаго выражена второй степени, какъ это инфемъ въ 
<лучав поверхностей, внутреныя метрачесыя сооткошещя 
двупротяженной величины характеризуются мёрою кривизны. 
Въ поверхноетяхь этой велачинё можно дать натлядный 
«мысль, что ифра кривизны есть пронаведеше изъ двухъ ври- 
визнъ новерхности въ этой точЕВ, или что ея произведене 
на безконечно-малый треугольникъ, составленный вратчай- 
япими лянями, равно половинв избытка суммы угловф этого 
треугольника надъ двумя прямыми, выращениой въ частахь 
ралуса. 

Первое опредфлен!е предполагало бы теорему, что про- 
изведее обоихь радусовъ кривизны не изыфняется при 
простомъ сгибани поверхности, второе— что избытовъ суммы 
угяовъ безконечно-малаго треугольника нахъ двумя прямыми 
3ъ одномъ и томъ же ифетф пропоршоналень его площади. 
Чтобы дать понатный смысль кривизнв я-протаженнаго мно- 
гообраця въ данной точкЁ и въ давномъ проведенномъ че- 
фезь нее элементВ поверхностя, нужно исходить изъ того, 
что выходящая изъ точки вратчайшая ливя вполнё опредЪ- 
лена, если дано ся начальное направлене, Соотвфтетвенно 
этому мы получимъ опредфленную поверхноеть, если продол- 
жлыъ всф вратчайшия ляни, выходяния изъ данной точки и 
лежаш/я въ начал въ дачномъ одементЪ поверхности. Эта 
поверхность имфеть въ давной точвВ опредфленную мёру 
кривизны, которая является въ тоже время мфрою кривизны 
я-претяженнаго многообраз!я въ денвой точкВ и данномъ 
элемент поверхности, 


$4. 


Прежде чВыъ дЪлать приложеня въ пространству, не- 
обходимо слфлать нЪвоторыя заифчавя о плосвихъ много- 
обраяхь вообще, т, е. о тавихъ, въ воторыхь ввадрать ли- 
нейнаго элемента выражается сумуою квадратовъ полныхъ 
дифференциалов. 

Въ плосвомъ и-протяженномь многообразий мёра ври- 
визвы равна нулю въ каждой точкВ во воякомнъ направлен; 
но по предыдущему для опредфлешя метричесвихь соотно- 
ен! достаточно знать, что она равка нузю въ каждой 


направлешахъ элемента поверхности, Еоихь 
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мфры кривизны независимы одна отъ другой. Многообразя, 
воторыхь мёра кривизны вездё-0, можно разоматравать, 
хакъ частный случай такихь многообравй, которыхь мёра 
кривизны повеюху постоянна. Общ харавтерв этихз ино- 
тообразй еъ постоянной кривязною можно выразить я тВиъ, 
что фигуры въ няхъ могуть двигаться безъ сгибания. 
Ибо, очевидно, фигуры не могли бы имфть на вихь про- 
извольныхь поступательныхь и врыщательныхь движенй, ес- 
ли бы кривизна не была одинакова въ каждой точЕВ во 
зевхъ направленяхь. Но еъ другой стороны нёра кривизны 
вполнв опредфляеть метрическя соотношен!я многообраз!я; 
поэтоку мегрячесыя соотиошевя около одной точви ко веъхь 
напразленяхь совершенно одинаковы съ метрическими ‹0- 
отношеннмя 0к040 узкой нибудь другой, и потому вынол- 
нимы тЬ-же самыя построешя; сяфдовалельно, въ многообра- 
зах съ постоянною кривизною можно давать фигураыъ кз- 
вое угодно положене. Метричесвйя соотношевя этихъ иного- 
образй зависять только отЪ звачешя ыфры кривизны, и 
можно заыЪтать въ отношеви анзлатяческаго предетавленя, 
что, означая эту величину черезъ @, можно выражению линей- 
ваго элемента дать видъ: 


Геометрическимь позснешемь можеть служить разсмо- 
трфнве поворхностей 3 постоянною яривизною. Легко видЪть, 
что поверхности, воторыхь кривизна положительна, наверты- 
ваются на сферу, которой рамусъ равенъ единиц, дёленаой 
ва коревь кзадратвый изъ ифры кривизны; дая обозрёня 
всего многообрамя этихъ поверхностей дадимъ одной изъ 
нихъ видъ шара, а другимт- поверхностей вращеня, взезю- 
шихся съ нимъ по экватору. Поверхности съ ифрою кривазвы, 
ббльшею, чБыъ кривизна сферы, будуть васаться ея со внут 
ренией ея сторовы и примуть вихь вифщней поверхности 
кольца, обращенной оть оси; он иавертываются на пояса 
шаровъ меньшаго ралгуса врявизны, но покрываютъ вхт, бохбе 
одного раза. Поверхности съ меньшею положительною ври- 
визною получимъ, вырёзая изъ шаровыхъ поверхностей боль- 
иаго радуса чаеть, ограниченную двумя полуокружностама 
большихь круговъ, и соединяя лини разрёза. Поверхность 
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нулевой кривизны есть циляндрическая поверхность, засаю- 
щаяся шара по экватору; поверхности же съ отрицательною 
вривнзкою васлются этого цилиндра извнё и имвють видъ 
знутренней части вольца, обращенной къ его осн, Если пред- 
ставим себ поверхности, кзкъ геометрическое ифето движу- 
щихся въ кихь частей, подобао тому, какь пространство есть 
ъВето движева тёлтъ, то во вефхъ этихъ поверхностяхь части 
‘могуть двигаться безъ растаженя, Поверхности еъ положи- 
тельвою мФрою кривизны всегдь могуть принять таБой зидъ, 
что частн ихъ могуть зъ няхь двиталься хавъ угодно безъ 
сгибаня, именно онв могуть принять зидъ шаровыхь поверх- 
ностей; это не имфеть ивста въ поверхноетяхь съ отрица- 
тельною кривизною. Кром этой независимости частей отъ 
ихъ положеня, въ поверхности съ крявазною, равною 0, суще- 
ствуеть независимость направхеня оть мета, чего ифть въ 
остальныхь поверхностятъ. 


ПТ. Ирвложеше къ пространотву. 
$1. 


Посл этихь изолдоваюй обв опрехфлевни нетричесвихь 
соотвошенЙ я-кратио протаженной вехичины можно дать 
условя, пеобходимыя и достаточныя для опрехёлешя метря- 
чесвихь соотношенй пространства, вели предположить заравве 
независимость хин отъ положейя и возможность предета- 
вить линейный элементь корнемъ квадратным изъ диффе- 
рентельнаго выражения второй степени, т, е. плоскость (Ефед- 
Вей) въ безвонечно-малыхь частяхъ. 

Услойя эти, во-первыхъ, выражаются тфыъ, 470 ыёра 
кривизны въ каждой точкВ въ трехь напракленахь поверх- 
ности равна 0, и метричесийя соотношен1я пространства поэтому 
опредлевы, если сумма угловь въ треутольннЕв вездВ равна 
дзумь прамымъ. 

Если предположимъ, во-вторыхъ, какъ это хвлаеть Евк- 
хидь, существован!е независимо оть похоженя не только ли- 
И, но и тль, то волблетые этого вривизна везд постояниа, 
и потому в0 вебхь треугольникахь суммя угловъ опредфлена, 
если она опредёлена в® одномъ. 

Наконець, въ-третьихъ, выфсто допущеня независямости 
ханны лин отъ ыфста и напразлешя, можно было бы до- 
пустить независимость длины и направлещя оть мета По 
этому воззрёнйо перемфны мфета или разлия по мЪету суть 
хомплексныя величины, выражаемыя въ трехъ независимыхь 
едивяцахь. 
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Въ предылущемь соотношеня протаженкости отдёжяхись 
«ть метрическихь, и было найдено, что при однихъ и твхъ 
ше соотношешяхь протаженности мыслимы раздичныя метри- 
чесвыч соотношеня; зат®мъ были отыскиваемы системы про- 
«тыхь метрическихь соотношенй, которыми внолнЁ опредфля- 
ются метричесвя соотноменя пространства и воторыя им- 
ют своныъ естественнымь слёдстмемъ всф теоремы о няхъ; 
остается выяснить, какъ, въ какой степени и въ какомъ объ- 
ем эта предположеня провфряются опытомъ. Въ этомъ отно- 
шеня есть существенное разхиче между простыия соотноше- 
ями протяженноети и метрическами соотношен!яни, потому 
что относительно первых, которыхъ возможные елучаи обра- 
зують дасвретное многообразце, показашя опыта хотя и не 
бывають никогда безуеловно достовЪрны, но и не суть неточны, 
между твиъ какъ въ послёднихь, гдё возможные случан 
образуютъ непрерывное многообраце, каждое опредвлене изъ 
оцыта веегла остается неточно, какв бы ин была велика вф- 
роятноеть того, что оно почти врно. Это обстоятельство важ- 
но при распространени этихь эмпираческахь опредёлеяи! за 
предёлы наблюден!й въ сторону неизмЪримо-бозьшого и не- 
изнвримо-малаго; ибо послфдтя за предфлами наблюдения ста- 
новятея все менфе точны, первыя же (т. е. соотношеня про- 
тяженности) этого не испытываютъ. 

Пря распространен пространственных» построевй въ 
неизифримо-больное безграничность и безконечноеть раздё- 
ляются: безграничность относится въ соотношенямь протя- 
женяости, безконечиость въ метричесвамь соотношенямъ. Что 
пространство есть безграничное многообраз!е, есть предполо- 
жеше, примвнаемое во всявомъ познаван!и внётааго м!ра; по 
этому предположению въ каждое мгновеве область дёйстви- 
‘тельныхь воспринят! можеть быть дополнена, и возможных ифота 
искомаго предмета могутъ быть построены; это предположеше 
постоянно подтверждьется при тавихъ приложевняхь. Безгра- 
кичность пространства обладаеть поэтому большею эмпири- 
ческою лостовфрностью, чфиъ каков бы то ни было внёшейЙ 
опыть. Но отъ сюда никоимъ образомъ не вытекает безконеч- 
ность; напротивь, если предположить незавясямость тёлъ отъ 
ифста, ими завимаемаго, т, е. если прицисать пространству 
постоянную м$ру кривизны, пространство было бы скорбе 
необходимо конечно, коль скоро эта мфра вривизны иыфла 
бы положнтельное значене, хотя бы сколь угодно малое. Тогда, 
продолжая лежаш!я въ нёкоторомъ одемент® поверхности крат- 
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чайпия линш, получикъ безграничную поверхность постоян- 
50й положительной кривизны, т, е. поверхность, которая въ. 
плоскомъ трикратно протаженномъ многообрази принала бы 
видъ шаровой поверхности, и которая сяфдовательно конечва, 


$3. 

Вопросы о неязиримо-большомъ суть правдные вопросы 
для объяевея природы. Иное хфло вопросы о неизмёримо- 
маломъ. На точяоети, съ которою мы слёдимъ 38 авленами” 
въ безконечно-маломъ, существенно осповывается познан!е ихъ. 
причивной связи. Успвхи посхЪднихъ стол въ позван?а ме- 
ханической стороны язаенй природы обуезовливаются почти 
вевлючительно точностью построешя, ставшей возможною бла- 
тодаря изобрётеню зиализа безконечно-малыхь и благодаря 
найленнымь Архимедомъ, Галилеемъ я Ньютономъ простымъ- 
основнымъ понятямъ, которыми пользуется современкая фи- 
зика. Но въ тёхь естественныхь наукахъ,-—гдВ до сихъ поръ. 
отеутетвують простыя основныя понат для такихь построе- 
эШ,—для познана причинной связи схВдать за авленями въ. 
пространственно- маломъ , насколько позволчеть это миЕро- 
скопъ. Вопросы © метрическихь соотношенахь пространства 
въ венвыфримо-маломъ не принадлежать поэтому въ числу 
праздныхь вопросовъ. 

Если предположимъ, что тБла существують независимо- 
оть мфеть, ими занимаемаго, то мёра кривизны повсюду. 
постоянна, н тогда изъ астровомичесвихь измфрешй схЁ- 
дуетъ, что она не можеть быть отлична отЪ пуля; во вса- 
комъ случаЁ ея обратное значеше должно бы соотевтетво- 
вать поверхности, въ сразвнени съ размфрами которой яич. 
тожна проникающая сила вашихь телескоповъ. Но если та- 
кой независимости тёлЪ отъ мфета, ими занвмаемаго, не суще- 
етвуеть, то нельзя завлючать по метрачесвимь соотношейямъ- 
въ большомь о тевовыхь въ безконечно-маломъ; тогда въ 
Каждой точкВ мфра кривизны можеть имёть произвольное“ 
звачеше по тремъ направлешамъ, если тольво полная кри- 
вязна каждой изизрамой части пространства не отлична чув- 
ствитезьнымь обравомъ отъ нуля; еще болфе еложныя отно- 
шен!я могутъ шродставиться, если не имфеть м8ста предполо- 
женная нами возможность выразить линейный элементь корнемъ. 
звадратнымь изъ дифферентальнаго выражения второй ете- 
пени. Но эмпиричеевя понят, ия которыхь основываются. 
метричесв:я опредфленя пространства, —понатя о твердомъ. 
тфлЬ и свфтовоиъ луч тераютъ повидимому силу въ безко- 
нечно-маломъ; можно поэтому легко представить себф, что- 
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метричесын опредфленшя пространетва въ безконечно-маломъ 
не соотвфтетвують предположенщямъ геометрн, и мы на са- 
момъ дл должны была бы принать это, козь скоро этамъ 
объясналиеь бы проще явлена. 

Вопроеь о законности предположен!й геометри въ без- 
хонечно-маломъ находится въ связи съ вопросомъ о внутрев- 
немъ основаши метрическихь соотношев!Я пространства. При 
этомъ вопрос, который еще можеть быть причислаемъь къ 
ученю о простраветв$, принфвяется выше едфланвое замф- 
чвв1е, что въ дисвретномъ многообразии привцить метриче- 
сих соотношен! заключается уже въ повати нногообра я, 
въ непрерывномь же долженъ привзойти со стороны. Поэтому, 
вли реальность, лежащая въ основ пространства, должна 
составлять дискретное многообразе, или же основан!е метри- 
чеекихь соотвошев!й мы должны искать вн ед, въ дёНствую- 
щихь на нее связующихь силахъ. 

Рашене этихъ вопросовъ можно найти, только исходя 
изъ превнаго воззрфшя на лвлев!я, подтвержденнаго опытомъ, 
которому Ныютонъ положиль основане, и постепенно пере- 
работывая его еообразно фактамъ, не объяснинымь съ его 
помощью; тавя изслВлованя, которыз, какъ произведенное 
здфоь, исходять изъ общихь повят, могуть служить только 
тому, чтобы эта работа не затрудняхась узостью понят, и 
устёхамь въ познаня взаимной связи вещей не препятство- 
зали традищонные предразсудьй, 

Это переводить въ облаеть другой науки, вх область 
физики, вступать ВЪ которую ‘не позволяеть харавтеръ н&- 
стоящей работы. 


ОБОЗРЬНМЕ СОДЕРЖАНИЯ. 


Планъ язсяфдованя, 
1. Поняце о ведичин® и—протяженной. 
$1. Неврерывныя и прерывныя систены. Опредфленныя час” 
ти системы называются количествами (диап). Разлален 
учевя о непрерывных зсличинакь на учен!е: 
1) Обь отношещихь протяженности, въ кохорыхь 
не предполагается независимости величинь оть 
позожевя ими занииземаго, 
2) О иетрическихъ соотноцинияхь, въ которыхь дол- 
жно быть саЪлано предположеще о такой нева- 
висимости. 
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$ 2. Составленуе пониНЯ о систем одного, двухь, и т. д. 
я изнфренй. 
$ 3- Привелеше опредёлешя положешя эЪ данной систем 
на количествеяныя опредёлещя. Существенный привнакь 
системы. я изифрени. 
П. Метричесщя соотношену свойствевныя систем # изифре- 
э#й *), въ предположенри, что лньби нифоть длину, независящую отъ 
подожен(я, такь что каждая лия можеть быть нанфрена каждою другою, 
$ в, Выражеше ливейваго эдемента, Плоскими принниаются 
тая системы, въ которыхь линейный олементь зыра- 
жается корнемъ квадратвымь изъ суммы квадратогъ пол- 
пыхь дифферевшадовт, 
$ 2, Ивсяфдоване п протяженныхь многообраз, въ которыкъ 
линейный олементь выражается квадратным» корненъ 
изъ дифферевшальнаго яыражевя 2й степени, М+ра 
ижъ укаонсыя оть плоскаго многообрайя (м%ра кривиз- 
вы) въ данной толк и данноюъ направаени элемента 
поверхности. Для опредфаенця ихъ нетрическихь соотяо- 
шей (подъ изьфствыни ограничевями) возможно и дос- 
таточно привять, 410 въ каждой точк дана мфра кри- 


тит) +2. 
зоны зах ров ообивитирь поверят, 


$ 3. Геометрическое пояснеше. 

$4. Плося ивосообраыя (ль ноторыхь ифра крививыы вез- 
дф=о} хожно равсматринать, какъ частный свучай мно- 
кообрааЁй съ постоянною ифрой кривизны. Они могуть 
быть опредфаены такжетиъ, что въ нихъ сушествуеть 
везависимость и- протяженныхь величииь оть мфста 
(подвижность ихь безь растяженяй, 


$ 5- Поверхноети съ постоянною м+рою кривизны. 
ПЕ. Приложене къ пространству. 
$ т. Системы фактовъ, достаточныхь для опредфленфи мет- 
ряческихь соотношен!й пространства, какъ ижъ предпо- 
дагаеть геометря, 
$ 2. Какъ далеко вЪроятно значеше этого энирическаго 
опредфленя за предёлами наблюлешя въ неизифриио- 
большовть? 
$ 3- Какъ далеко въ безковечно-мазошь? Свявь этого воп- 
роса съ объясвешемъ приролы **). 


* Ивсльдоваще вооможинхь для я-кратно протяженнаго иногообра- 
я метрическихь опредфлешй очень невоано, но для настоящей ифли дос- 
таточно, 


**) $ зотд. ПП нуждается еще въ обработк% и дальнфйшемъ развити. 


_0 ФАКТАХЪ, ЛЕЖАЩИХЬ ВЪ ОСНОВАНГИ ГЕОМЕТРИИ, 
ТГ. Гельмгольца. 
Переводь проф. А. Васильева. 


Мон изсяфдованя о проетранственныхь восприяяхь въ 
подф зврзня привели меня и къ изслёдованю по вопросу © 
происхожденя и сущности нашихъ общихь воззрёнй о про- 
странствЪ. При этомъ прежде всего явился вопросъ, кесом- 
„нЪнно принадлежанй въ области точвыхь наукъ: кавя изъ 
положен теометри имфють объективное значене? каыя 
изъ вихъь, напротивъ, еуть только опредВленя, или елёдетйя 
опредфленй, или зависзтъ только оть формы представления? 
Этоть вопросъ, по моему мифаю, разръшается не тазъ про-. 
то, тавъ вакъ въ геометрия мы имфемъ дЪло побтоянио съ 
идеальными геометрическиия формами, воторыхь веществен- 
О елетавлее въ дъйствительноети есть всегда только приз 
блажене въ требовашамъ понятя,—и мы рёшаемъ вопросы, 
-твердо-ли тфло, плоски-ли его грани, прямы-ли его ребра, — съ 
помощью ТВ ве положен, которыхъ фактическую вфр- 
ноеть хотимъ провбрить опытомъ. 

Ирин изелбдовани а шель въ сущности по тому-же пути, 
которому слёдоваль и Риманнъ въ своей недавно опубли- 
хованвой диссертации *). Аналитическое изслёдоване вопроса, 
чЪыъ отличается проетранство отъ другихъ долускающихь из- 
изреше многообразно протаженныхь и непрерыввыхь вели- 
чинъ, авляетса необходимымт въ этомъ случа именно волВд- 
“стве того, что оно не нуждается въ наглядности и поэтому 
ве подвержено ошибкам®, происходащимь отъ ограничен- 
ности нашахъь представленй и потому еъ труломъ избф- 
таемымь вЪ этой области. Притомъ аналитическое изелвдо- 
зан!е вопроеа имфетъь то преныущество, что оно холускаеть 
зозможность послфдовательнаго и полнаго проведена иной ся- 
стемы акеюмъ. 


>) берег 410 Нуробезет, месье дек беотефе хп бупойе Перел. (Си. 
зыше стр. 67—82). 
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Моя ближайшая цЪфль состояла, какъ и у Гиманиа, въ 
томъ, чтобы изелфдовать, кавшя особенности пространства. 
принадлежать каждому зависящему отъ многихь перемВнныхь. 
вепрерывно измёнающемуся многообразю, котораго различия 
допускаютъ количественное сравнев1е, кавыя изъ нихъ, напро- 
тивъ, не будучи обусловлены этимъ общимь характерокъ, 
свойственвы только пространству. 

Я лиЪль какъ разъ въ физологической оптикВ два при- 
мфра допуснающихь пространетвевное представлене и пе- 
ремфнныхь многообразй, именно сибтеку цвфтовъ, упоми- 
ваемую и Риманномъ, и изыфренм поля грёвя глазомвромъ. 
Оби многообрая ипредетавлають известных основныя раз- 
лич! в наводили меня на сравнене. 

Я лолженъ признаться, что хотя опубликоваюе изсл%- 
довашй Риманна и отняло у мевя право первенства на рядт 
моихь собственныхь результатовъ, для меня имВло выЪетЬ 
съ тВыъ весьма большое значене то обстоятельство, что та- 
кой прекрасный математикъ заинтересовалея тфми-же санныце 
вопросами; имфть его свонмъ спутнакомъ представлялось мр® 
важнымь залогомъ вёрности избраннаго мною пути въ обла- 
ети вопросовъ, дискредитаровавныхъ прежними неудачными: 
попытками. 

Наша работы притомъ не вполн% совпадають, в я поз- 
воляю себ поэтому предложить Обществу часть моихъ 
изслфдозан! , которая не завлючаетея въ изсльдованяхь 
Риманна. 

ПослЪ того, кавъ Риманнъ показаль, что многообраые 
можеть быть разсыатриваено кажъ и-кратно протяжевное, 
евли опредфленная 0с0бь (Епшеше) многообразя опредф- 
лается въ немъ я перемфвными велачинами (координатами). 
з прибавиль дальнфйшее требоваве, чтобы каждая лия 
могла быть независимо отъ ыфета и направаешя сравнимою 
съ каждою другою по длин, ему представилаеь захача 
опредёлять харавтеръ зависимости элемента ллины лини оть 
соотвфтствующахь дифференщаловь координать. ОвЪъ р%- 
шаеть эту задачу съ помощью гипотезы, полагая элементь 
хлины лан равнымъ квадраткому корню изъ однородной 
функция второй степеня отъ дифференщаловъ координат. Онъ 
выставяяеть эту гипотезу, кавъ простЪёшую изъ соотвЪт- 
ствующихь услошямъ задачи, но признаеть ее авно за га- 
потезу и между прочихъ упоминаеть о возможности того, 
что ворень четвертой степени кли друма еще болве слож- 
выя выражена могутъ представлять ланейный элемеять. 


— 85 — 


Залфмь онъ разсматриваеть вЪ самой общей фориф тв 
«лфдствя, которыз могут быть выведены изъ этой гипотезы, 
и только въ самомт конц ограничиваеть общность своего 
изсаЪдованя, выставляя новое требоване, состоящее въ томъ, 
что ограниченвыя #-вратно протяженных фигуры конечной 
величины (неязиёняемыя системы точевъ) мотуть перемЪ- 
щалься повсюду безь растяженя. Это огравичене право- 
дить его въ случаю дфйствительнаго пространства, удовле- 
тзоряющаго этому требован!ю. 

При этомъ обваруживается, что требоване безконечно- 
<ти протажен пространства, выставляемое обыкновенною 
теометр!ею, не включается въ число допущен. 

Мое изелфдоване отличается оть изыекав Рлианна 
твыъ, что я ближе изучиль то вмяше, которое имфетъ 
введенное имъ огранпчене, отличающее хЁйствительное про- 
странство оть другихъ многократво протажеаныхь маого- 
хобразй, на обосноваше теоремы, составляющей краеугозьный 
камень всего изеяфдованя, и по которой ввадратъ лякейваго 
элемента есть однородная фунвщя второй степеви отЪ диф- 
ференщаловь координать. Можно показать, что, придержи- 
ваясь СЪ самаго начала требованя безусловно свободной 
полвижноети твердыхъь фигуръ безъ изивнешая формы во 
зевхъ частахъ пространства, легко вывести исходную ги- 
потезу Риманна изъ болфе шировихъ допущен!й, 

Моя исходная точка заключалась въ томт, что всякое 
первоначальное изи$ рее пространства основывается ва на- 
блюдени совизщен!я; прамолавейноеть свфтовыхъ лучей есть 
очевидно физачесый факть, основываюнщийся па опытахъ 
другого рода, и не имфеть звачеыя для слФопа, который 
„однако-же можеть также прюбрфетя полное убфждеюе въ 
вфрности теометрическихь предложений. О совизхени-же во- 
обще нельзя говорить, если твердыя тёла или системы т0- 
чекъ не могуть бытр передвигаемы безъ изифненшя формы, 
в если совпадеше двухъ простравственвыхь велячинъ не есть 
фавть, существующий незаввсимо оть вейхъ движенй. Пе- 
этому я съ самаго начала предположиль возможность про- 
странственнаго изифревя путемъ констатировавя совпаленя 
и поетавадь себф задачу найтв самую общую аналитическую 
форму многократно протяженнаго многообраза, при которой 
возможно лвиженше требуемаго вила. 

При этомъ изифненномъ пути моей работВ недоставало 
той большей общноети, которой достигь анализх Риманна ло 
ввехеня вышеупомянутаго ограниченя По введенш-же этого 
‘отравиченя мон результаты совершенно совпадаютъ съ его 
результатами. 
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$1. 
Гипотезы, лежащфя въ основании изелёдонан!я, 


1. Пространство я». изывревЙ ееть п-кратно 
протаженное многообраз!ю, ‘т. е. каждая опредёленная 
особь (Еатеше) —точка—опредфляется изифрешемъ вфвото- 
рыхъ непрерывно и независимо другъ отЪ друга изывнающихся 
величинъ (воординать), число которыхъ есть я. Каждое дви- 
женше точки сопровождается поэтому непрерызнымъ язм%- 
венемь по крайней мёр одной изъ координат. Еелн и 
ветрёчаются исключеня, гдё. иди измфнене становатся пре- 
рыввымъ или, несмотря на движене, не происходить изм%- 
неня воёхъ воордиватъ, то тавя ясключеня будуть отво- 
ейться только КЪ извфетнымь мфетамъ (точкамт, линямъ, 
цоверхвостамъ), опредёляемыиъ уравневыми; всё тая мета. 
мы исключаем изъ изслфлованя. 

ВБеобходимо замфтать, что подъ непрерывностью изм$- 
невя при движенши не только водразумвается то, что при 
движении коордиваты . приниуають вс$ промежуточныя вна- 
чев1я, лежашйя между конечными значенями, во выфстВ съ. 
тфмъ предполатаетея существовае производныхъ, т.е. пред- 
полагаете, что отношеня между взаимно соотвётетвующими 
изызненями коордивать при уменьшея этихъ измфненй 
стремятся въ опредфленному зваченёю. 

Эта гипотеза лежить въ оспонанти работы Риманна, на 
которую я в ссылаюсь для ближайшаго разъяененя и 0бое- 
новая. 

П. Допускается существован1е подвижныхъ, но 
неизм%няемыхъ (твердыхт) тёлъь или системь то- 
чевъ; тавое допущене необходимо дяя сравнен!я простран- 
ственныхь величинъ путенъ совыбщеня. Такъ вакъ мы еще 
ве ниемъ пока празз предполагать каве-либо спещальные 
приемы для изыфрен]я пространственныхь величинъ, то мы 
можемъ теперь дать только сдфлующее опредёлеше твердаго 
тфла: Между 2п координатами каждой пары ‘точек, 
принадлежащихь твердому ттьлу, существуеть уравнеше, 
независящее отз движешя твердо тпаа и одинаковое для 
веъхь взаимно совпадающих парь зпочень. 

Совмюстимыми считаются тв пары точекъ, которыя одно- 
временно или послёдоватезьно могуть совпадать съ одною: 
п тою-же парою точевъ простраветва, 

Несмотря на кажущуюся неопредбленноеть, это опред*- 
лее твердаго тёла въ высшей степени плодотворно, такъ 
какъ на основашя ето между т точками дояжны еущество- 
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зит—-1) 
р 
щихся въ нихь неизвфетныхь координать равно жи и изъ 
- . 
нихь, вромЁ того, яыН должны быть въ распоражени для 
опрелвхеня перемннаго положеня нейзм$няемой системы, 
Поэтому въ томъ случа, когда и--1, число уравнени! 


зать уравнен, между тбуъ каБЪ число заключаю- 


1 . 
превышиаеть число неизвёстныхь 885 {п—п) (п——1). 0 


сюда сяфдуеть, что уравневе между координатами какихъ- 
либо двухъ неподвижныхт точекъ не можеть имфть провзволь- 
ную форму, по что этимъ уравнеамъ должны ипринадае- 
жать особенных свойства. Такамъ образомъ ставится опре- 
дьленная аналитическая задача, состоящая въ ближайшем 
опредёлени вила этихъ уравненйй. 

ЗамЪчу, что выставленный выше постузатунъ, на осно- 
ван котераго въ прострапствВ ныфетъ м$сто ураввене для 
калдыхь двухъ неизмвняо соединенныхь точекъ, отличаеть 
пространетво оть енстемы цвфтовь. Въ сястем цеЗтовъ урав- 
неве, зыводимое посредствомъ закона сиёшен!я, существуеть 
вообще между пятью точками или въ Частномъ случав, когда 
двёть образуется изъ смфен двухъ другихь, между этими 
трема цвЪтами. Въ пространств этому соотвётствоваль-бы 
тоть случай, когда в6% твердых тфла были-бы произвольно 
растяжимы по направленямъ трехъ гдавкыхф осей. Данное 
зыше опредфлеве твердости есть тавимъ образомв опредф- 
ленше высшей мысламой сленени отвосительной твердости. 

1. Допускается вполнв свободная подвижность чвер- 
дыхъ тЁлъ; т. е. предполагается, что каждая ихъ точка мо- 
жетъ перейти непрерывно на мфето кажлой другой, на скольхо 
эта нервая точка не связана, уравнензями, сущестзующихи 
между нею и прочими точками нензмёнземой сиетемы, въ 
которой зна привадлежитъ. 

Первая точка неизмфняемой систекы поэтому абсолютно 
подвижна. Еела она укрфплена, то дла второй точки суще- 
ствуетъ уравнеше, и одна изъ ея коордивать становится фун- 
кщею я—1 пречихь. Посл того, какь закрёплена я эта 
вторая точка, для первой существуеть уже два уравненя п 


т. х. Въ цблонъ тавамь образомь необходимо эн ве- 


лачевъ дла опредёлен!я положеня непзыняемой системы. 
Какъ изъ этого допущен!я, такъ и изъ допущеня, сд8- 

завнаго поль литерою П, схёдуеть, что дбъ нензиьняемыя 

системы зпочекь А и В, которы моутз быть приведены 
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жз совмищению соотвютетвующить зпочекг при одномз #0л0- 
эженйь А, монуть быть яриведены къ совмщеню встув тит 
зпочека, которыя совмющалиеь раньше, и при всякомз друзомз 
положении А. Другвыи словами совмЗетимоеть двухъ про- 
странственныхь формъ ве зависить оть ихъ положены, иля 
вс части пространства совмфетимы взаныно, если не бу- 
деиъ обращать вниман!я на ихъ гразицу подобно тому, какъ 
совызстимы между собою всф части одной и той-же шаровой 
поверхности, если не обращать внамавя на ихъ коптуръ. 

Поле зрёшя обнаруживаеть боле ограниченную 0о- 
движность изображен й на сВтчатой оболочеВ. Въ моей фвз10- 
логяческой оптикВ указако, каша слбдетыя вытекаютъ изъ 
этого для изивревн пространствъ глазоифромъ. 

ТУ. Наконець мы должны праписать пространству еще 
одно свойство, аналогичное еъ монодромею фунеЩИ конплекс- 
ной величины и вырёжающееея въ томь, что два совища- 
юпнся т$ла созыфщаются и послф того, какъ одно изъ них 
подверглось вращенгю около нфкоторой оси. Вращене ха- 
рактеризуетея при этомъ эналитичееви тёнъ, что извфетное 
чяело точежъ движущагося тфла сохраняеть 80 время дви- 
женя вевзыфнныя кобрдиваты, обратное дешокене или в03- 
вращене--тзмъ, что ранфе пройденныя непрерывно изм*- 
наюнуяся сововупностя численныхь значен!й координать доли- 
ны быть проходимы эъ обратномъ направлеяи. 

Мы можемъ выразить этоть фавть сл5дующимь обра- 
зомъ: сам зивердое тпло вращается около п— 1 точекь, 
выбранных така, что положеще ттла зависить только отз 
одной независимой перемюнной, то вращеше безь поворота 
+3005 приводить ттьло вз конц в5 то начальное положеше, 
из которазо оно вышло. 

Мы увидимъ, что это посяднее свойство пространства 
не должно необходимо существовать, если даже выполнены 
три первыя условя. Поэтому, несмотря ва вею свою оче- 
видность, оно должно быть выставлено какъ особое свойство 
пространства. 

Обыкновенная геометр!я предполагаеть безъ особаго упо- 
миваня существоване этого послфднаго свойства, таБъ какъ 
разематриваеть вругь, какъ замкнутую линию; она предпо- 
латаеть постулатумы Пи НГ при везхъ предположеняхъ, 
въ которыхъ дфло идеть о совыфщени, такъ какъ существо- 
ваше твердыхь и свободно движущихся тёлъ съ увазанвыми 
выше свойствами есть предварительное усломе всякой совы - 
<тимости. Она предполагаеть также непрерывность и изы%- 
рещя пространства. Ея положеня въ дальнфйшемъ облека- 
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зютея въ аналитическую фориу, ТАЕЪ какъ ихь сныель безъ 
прямфнев!я таной формы не можеть быть выравенъ опре- 
двленно. 


$2. 


Слдетыя изъ предпосланныхь положен будуть вы- 
водиться въ предположени трехъ изизрен!й. 

Замфчу крон того, что такъ какъ ‘въ послёлующемь 
ДЁло идетъь о доказательств предложеня Риманва, относн- 
щагося въ дифференшазамь воордвнать, то я буду прила- 
тать довущеыя П, Пя ГУ только къ точкамъ еъ безконечно- 
малыми разностями координать, тавъ что совместимость, не- 
зависящая оть границы, предполагается для безконечно-ма- 
лыхъ элементовь пространства. 

Пусть и, %, ю суть координаты точвя, принадлежащей 
‘твердому тЪлу, для перваго позоженя этого тёла, 

Пусть 7, 3, & будуть воордянаты той-же точки при дру- 
томь положени твердаго твла. Ок будуть фуввщами отъ 
и, 2, № и шести постоанныхь (поетоянныхь положен!я), оп- 
редфляющихь новое положене твердаго тфла. На основашя 
допущен 1, х, 8, & должны измфняться непрерывно выфств 
65 № ©, 4 з8 нозможнымь исключешемъ тёхъ мфеть, въ 
воторыхъ движене точки производить прерывное изм иене 
зоординать. Въ тёхъ случанхъ, когде это исвлючене не ниф- 
еть иъета, мы имфемъ: . 


и 
Фа ба + | 


ЕЕ 
Ф— 4х +5 +4 (1) 


д 9» д# 
Чи Чт ++ ] 
зъ этихъ равенствахъ производныя суть фувкщи оть м, $, и 
или зависнщихь отъ нихъ г, 5, $ и сверхъ того функши ше- 
сти поетоявныхь положен. 

Функцюнальный опредфлитель фунецй м,0, 2 при этомъ 
ве обращается въ нуль: исвлючене могуть составить тольБо 
твыя мФста, РДВ и, 0, ® или т, 3, & недостаточны для оп- 
редфлевя положешя точки. 

Переведемь теперь съ другой стороны твердое тбло изъ 
перваго положешя, когда координаты его точекъ были и, $, м 
въ третье, гдЪ онф суть ©, 0, г. Мы будемъ имфть свова: 


о-ва (1 
@% деФ+ во + и (1“) 
до дю ди. 

в, 40 +540 Ре 


и здсь функщюнальный опредфлитель таже не можеть ра-— 
внятьез пулю; то и другое справедливо, ели не имфютЪ- 
мЪста вышеуказавныя исключена. 

Мы можемъ теперь изъ шести постояиныхь, опред®ляю- 
щихь положевше твердаго тфла во второмъ м*стё, выбрать 
три такъ, чтобы мЪето точки %, 9, 2 во второмь положен 
системы совиадало съ мфстомъ той-же точки въ ‘третьемъ- 
положенш (допущене 1), т. е. 


7—0, 8—0, $=г. 


ЗВводая значеня фи, 4, 40, взатыя изъ уравнен!! (1), въ. 
уравневя (1“), мы получаемъ 4’, 48 и 4 линейно я одно- 
ролно выраженными поередетвомь @0, 96, @7т, или же по- 
слёдв!е выраженными посредлетвомь первыхь. 

Тавъ кавкъ опредёлители уравнен!й (1) и (1*) не могут, 
вакъ выше было замфчено, обращаться въ нуль, пока коор- 
динаты достаточны дая опредфлевя коложешя еоотвтствую- 
ЩИХ ТОЧект, то приэтомъ предположенги всегда можно ечи- 
тать 4’, 4, @ линейно вырыженными посредствомъ 40, @0, 
@г, тавъ-что: 


@- 4.40+В,40+ Ст 
@- 4. 40+ В,40+ Сл г (2) 
@= А,ао-+ В,40+ саг 


Возможность получить тавя линейныя уравнев!я, пеклю- 
чая упомянутые особенные случаи, вытекаеть изъ того, что 
точка #, 5, 8, которую мы разсматриваемт, не имфегь къ %, 
4, никакого особеннато отноше, обусловлепнаго природою 
задачь, но совершенно произвольна; то-же самое относится и 
к точЕХ ©, 0, 7. Поэтому уравненя (1) и (1) должеы быть 
в$рны въ общемь случаф, & изъ нихъ вытекаеть (2). Урав- 
нен]е (2) не могло быть выведено непосредственно съ такою-же 
увфренностью, тавъ какь при движеши, въ которомъ точка, 
г, 8, $ остаетея неподвижною, она ваходится въ точкё 0, 


— 91 — 


6, г въ тавомъ особенномъ отношен!и, воторое можеть на- 
вести на сомнфне, не обращаются-ли при этомъ въ нудь всё. 
первыя производныя. 


Точка, которая вЪ первомь м®етф имфеть коорхинатами 
и-- Фи, 9--4т, в--@ш, ныфеть во второмъ мфет координаты 
т--@г, 3+ 43, +4 в въ третьемъ координаты 0-+40, 6+ 46, 
+4, и величины 4’, 45,  относатея въ той-же самой 
точЕЪ, какъ и 40, 40, 47, но при другомъ положеня 
системы. 

Въ уравнешяхь (2) выражается самая общая зависи- 
мость, которая можеть существовать между этими величивами, 
еели только пространство трехъ изыфрешй можеть быть из- 
мфряемо тремя непрерывно изм$вающимися ведичяиами. 


Въ послёдующемъ я введу обозначен!я: 


аг-ех @0-8 
®-г 96=е | (28) 
р: @=# 


ТВ е обовначаеть безконечно-малую величину. Мы имфемъ 
тогда? 


2=АЕ+Вя+Оа 
Уи Ви+ОЕ т (2) 
2=А{+Ву-+О 8 ] 


Козффищенты 44, В, С завпсять въ этихь уравненяхь 
отъ трехъ еще оставшихся произвольными постоянныхъ, опре- 
двлающихь положен еистемы вт послВднезъ мфеть; мы 0603- 
начныъ эти мостознныя у, р’ир”. Если мы изыфнинЪ эти 
поетоянныя па безконечно-малыя величины 4’, @р” и @р”, то 
второе мёсто системы изыфвяется, п вмВстб съ вимъ изифня- 
ются значеня т, у, 2 ка 4х, @у, 42. Обозначая буквою 17 
новую перемфнную, полагая при предположеняомъ маломЪ 
леремфщени 


га р. 


ао = а + (3) 
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я придавая буввамъ В, и ©„ соотвЪтствующя значеня, бу- 
демъ имть: 


а 

ве ] 

а 

Я 81+6,5 88) 
4 

э- ++: | 


Выражая въ этихь уравненяхь &#, 5, & изъ уравненй (1) и 
(1°) и (22) линейно посредетвомъ 2, у, 2, чего можеиъ всег- 
да достигнуть на основани‘ свазанкаго, мы получаемъ выра- 
женя: › 


Ча +с,2 


м _ 5) 
вто у с: {35 
4 


отт чо } 


Такъ какъ каждая изъ величинъ а, ©, с заключаегь три про- 
извольно измфнающияся величины 4’, @р", @р", то можеть 
существовать безконечное множество такихт системъ преобра- 
зованй. Но между коэффищентами четырехь изъ нихъ веегда 
-будеть существовать система линейныхь уравненй вяда: 


Иа - 9Ь 1 
Б-р р" 
+ 9", 


въ которой {, 0, В суть постоянныя величины, ая, р, 4— 
как-либо изъ указателей 0, 1. 2; система эта получается 
путемъ исключеня @р’, у’, @р". Если системы а, ит. д., 
а’нтлд, в," ит. д. таковы, что между ихь коэффащен- 
тами не существуеть системы уравненй, подобвой тольЕо-что 
записанной, то каждая другая ‘састема, соотвЪтствующая в03- 
можному дваженно, выражается линейно поередствомъ коэф- 
фицщентовъ а’, а", а" я т. п., иобратно каждая сумиа, пмф- 
ющая форму предыдущихь выражен!й для а», 6», с, съ про- 
„извольными постоянными {, 9, В будеть соотвётетвовать воз- 
„можному дввжению. Другое опредфлеше различныхь движений 
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этого рода дается тмъ, что, по предложению ТП, посл того- 
хакъ закрёплена одна точна, еще одна точка можеть считаться 
неподвижною; тфмъ не мевфе движене остается возиожнымъ. 
Мы должны имфть возможность поэтому тавЪ нзывнать 4р’, 
4р", @р", чтобы для произвольно заданныхь значейй х,, у, 
2, пыЪли м$сто уравнения: 


О-о, бу +, 
О-В у +2, 
О-а,л, + Ву, +с,а,. 


Но это можеть инёть мфето только въ томъ случа, 
еёли для вевхь безконечно-калыхь вращен!й систены удов- 
зетворяется услове, что опредфлитель, составленный изъ Е0оэф- 
фищентовъ: 


в, |=0 (4). 


Посл перваго безконечно-малаго перемфщев:я, перево- 
дящаго © въ {+44 2 въ ст, у въ у+ 4 Е 2 въ 2-41, 
можемъ произвести другое того-же вида и той-же величины. 
Называя систему въ первомъ мфетё А,, во втором А,, и 
предполатая оба положена существующими одновременно, мы 
увихамъ, что точки (2+ 42, у-+-@у, 2+42) въ А, совы ща- 
ются съ тфыи точками 4,, которыя выфхи первоначально 
место (7, 9, 2}. Если теперь съ 4, произведемъ то перем%- 
щене, посредствомь котораго система первовачально перешла 
35 4,, то А, перейдеть въ А,; мы можемъ считать, что 27 изм%- 
нилось при этомъ въ 4 + 24%, а коэффащевты а, В, с 
независять оть 9. При этомъ, на освованёи завлючитель- 
наго положешя въ допущения Ш, точка, инфвийя при 
первомъ перемфщеши координаты 2, у, 2, получають теперь 
то положеше, которое при первомъ перемё щен! занази точки 
съ коордвнатами 2-42, у+ у, г+42. Это разсуждене мы 
можемъ порторять сколько угодно разъ. 

При каждомъ тавомъ перемфщени точки ©ъ коорляна- 
тами (2, у, г) букуть переходить соотвётетвенно уравненам 
(35) въ (т+@т, учу, 2-12), вавъ и въ первый раз. Про- 
долакая непрерывно эти перемщена, мы вайдемъ, это коэф- 
фищенты а, 6, суравнен! (35) остаются постоянными, между 
тТВыъ вакъ 9 растеть пропоршовально времени; х, у, 2, если 


— 94 — 


жхъ отнести въ опредфлениой точкф подвижной системы, 
будуть изивняться, кавъ указызають уравнения (35), приченъ 


ах ау @ 
т т хЖнЫ азсматриваемы вавъ производвыя. 
25’ 20) 29 АБН быть р: тр т А 


Чтобы произвести интегрировае уравнен!й (35), мы 
отысвиваемъ четыре нозыхъ постозивыхь иосредствомь слЬ- 
дующихь уравнен!й: 


=, + та, + та, 
чай = №, +6, +15, 
в — 16, те, + ис, ] 


(4) 


`Исключене эзъ этихъ уравненшй {[, т, я даеть опредфлитезь: 


и, в 
5, В, В, 4) 
и 


Это уравневе третьей степени отноентельно # имфеть три 
корня; каждый изъ нихь, будучи вставлень въ уравнев1я (4<), 
доставляеть систему значев1 дли 7, т, и, причемт одва взъ 
этихъ постоянныхь остается произвольною. 

Если уравненя (44) удовлетворены, то изъ уравнешя 
43%) вытеваеть: 


Яетучнг] = В и--тучиг (46) 


или, обозначая буквою 4 постоянную интегрирована, 


ичтучна= де, (5) 


конечно уразвнешя (4) и (5} ямфютъ мето для вАаждой изъ 
трехъ системъ знвченй, доставляемыхь уразневами (42} п (45). 

Вся дстые уравнешя (4) одно изъ значенй № должно 
равняться нулю. Для него имемь: 


ету, = 019. {5=) 
Два другихъ А, и В, могуть быть вещественныя или сопря- 


женнво вомплексныя велачины. Въ первом случаВ и соотвё1- 
ствуюлия { т, я--вещественны, во второмъ—комплекены. 


— 95 — 


Если оба корня #, и #, вещественны, то изъ уравненй 
-форны (5) слфдуеть, что соотвфтетвуюния вехичивы 


фотучи,а и Бачет,учни,е 


могуть измфняться непрерывно отъ @ до 3-00, но безъ обрат- 
наго движеня (Ошкевг) или скачка он не могуть возвра- 
таться въ прежнему положению, кавъ того требуетъ посту- 
затумъ У; поэтому их, у, 2 не могуть снова принать тёхъ- 
ме значенй. Тоже самое имфеть иЪето и въ томъ елучаЪ, 
‘если #, и В, равны по значению. При этомъ получается одна 


ланейная функц 2, у.2, равная ен другая, равная рей. 
`Тоже самое иметь исто и въ томъ случаЪ, если №, ид, 
одновременао исчезаютъ. Тогда можно составить три линей- 
выхь функцщи, изъ которыхь одна постоянна, другая равна 
47 и третья равна 177. 

Если № и й, ныВють, вапротивъ, вомплекевыя зналеня, 
то то-же самое иметь мЪфсто для соотвфтетвующихь 1, т, ®. 
Полагая тогда: 


В -9 +6 9—5 
НА АРАМ 
т = Ни тии й 
м, Уи я, = фм 


будешь имфть: 
> 90 - 
А Ж+ шу-у,2= Ав 608(6017 + 6) 


2+ шума Де тов) 
Въ таком случаВ мы ныфемъ 
090 

(ут и,у-ч,2)*+ + и уч, 2) * = 4 85. (55) 
Это уравнеше также. не допускаеть, зтобы 2, у, 2 безъ обрат- 
нвго дваженя и скачка возвращалясь къ старымъ зноченамт, 
еези только 9 не равно пулю. 

Итазъ постулатумт (1У) можеть быть удовлетворен 
тольБо ВЪ ТОМЪ С17ч8®, если корни уравнения (45), не рав- 
ные нулю, дёдаются чисто инимымя, На основав уравненй 
445) это вифетъ мфето, если 


в, +8, +6, =0. . {6) 


—%— 


Мы иыфемъ тахимъ образомъ окончательно для опред®лен!я. 
2, у, 2, какъ функ отъ 7, три уравненя: 
фату в, 2—с018. 
+ пума 4608(60% +6) | 
2+ учу 2 Азо0 +6) } 


(6) 


Опредлатель 
1, т, т, 
Л» М № 
Л Ш \, 


хожеть равнятьея пулю только въ томъ случёЁ, еели суще- 
ствуеть уравнене, опредфляющее 4), вакъ постоянную вели- 
чину, т, е. если не существуеть движеня. Слфдовательно ве- 
личины #2, у, 2 могуть быть изъ трехъ зраввени (6) одно- 
значно опредфлены, кавъ фувкшя 97. 


Вычислен!е значительно упрощается, если мы введемъ- 
выВсто величинз &, у, & три выще вайденныя: 


Хеач+тучи,е | 
У А, 2+ и, 4+2 | {65 
п-т уч ] 


Обратно изъ нихъ всогда могутъь быть выведены однозначно 
2, у, 2. 

Мы изелЬдозали до еихъ поръ одинъ роль вращения, 
при воторомъ должна остаться неподвяжною точка %,, 9,, 2,. 
Но нь основан (6®) при прения движени 

ах У 


ера =—@ 47. с 
87% в 7, оу {6°) 
Двф посяёлня величины равны, слёдовательно, нулю для тВхъ 
точекь, для которыхь У-2-0. Эти точки и оствютен въ 
покоф при разсмотрЪнномъ движени. 


$3. 


Мы должны теперь изсаЪдовать друме виды вращешя 
системы. КзЕъ и было выше замфчено, мы можемт во время 
вращеня считать неподвижною каждую другую точку системы. 
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Разематривая второе вращен!е, пра которомъ остаютея 
вь покоЪ точки Х-2-0 и называя перемфнную, возрастаю- 
щую пропорщюнально времеци, 4’, мы можемъ писать: 


ах &Х+0+у,2 ] 
(У | 
|. а,Х+0+у,2 $ (7) 


97 а, х+0+у,2 | 


Га 


Средн! стодбепъ коэффищевтовъ должен быть равенъ нулю, 
Тавъ ВаЕЪ дая —0 производныя, стоян/я въ лфвой 
части. должны обращаться въ нуль. 

Оба условпыя уравнемя (4) в (6), воторыыъ должна 
бать подчвнева всякая снстема коэффищевтовь, сели враще- 
ня долины быть замкнутыми, призьдятея теперь въ 


а,+у,-0. 5) 


Зх третьенъ вращении пусть остаются на мзет тв точки, 
для которыхь Х-У-0, Если перемфивая, растущая иро- 
порщовально времепи, ость $", 10 мы можемъ писать: 


ах 


«Х+вУ+0 ] 
| 
аХ+ВУ+О | (8) 


Ча, Х+ У +0 
при услови а, +6, =0. 

Изъ формы козффищентовь, данной уравнещемъ (3), 
вытекаеть, какъ уже и было выше звыфчено, что есля дв® 
системы коэффищентовь удовлетворяють уелощамъ задачи, 
то и суммы соотвЪтетвующихь воэффишентовь должны со- 
ставлять систему, удоваетворяницую этимъ теловамъ. 

Нриыфная это въ (6°) и (7), мы имфемь: 


или @, 62—69, 
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Тавъ кавъ вкоэффищенты каждой изъ этихъ сислемъ ва- 
ключають произвольную постоавную въ видё множителя, то. 
мы должны имЪфть отлЁльно: ©, =0 и также у, =0, далфе 
у. =0. 

Но Ре не можеть равняться нулю, если мы не хотииъ 
протизор$чить постулатуму ГУ; ибо въ случа у, = 0 изъ урав- 
венёй (1) слёдуетъ 


ах 
7% т.е. Х=С, 


=, 00+ 
У-а би + у. 6% + Ва, у,00*+ 0, 


тдЪ ©, С’ в С” суть постояввыя величивы. Тамя уравненя 
предетавляли-бы ие замыкающееся вращен!е. 
Цо этой. же причин а, не можеть равватьея нулю. 
Такъь вавъ у. ве можеть быть равно нулю, то уравие- 


не а, у, —0 удовлетворяетел, только полагая &, 0; система 
коэффищевтовь уравнешй (7) приводитея поэтому къ 

9.0, у, 

6, У, 

©, 0, 0. 


Тмъ-ше самымъ путемъ получаеме для системы коэффищен- 
товъ уравненй (8): 


Зхвсь а, и В, не могуть быть нулями по той-же причин, 
Бавъ а, ин у,. Олдовательно а, ==, и система приводится въ 


Назонедь, составляя сумиу веЁхь трехь системъ, получаемь 
зежовие: 

ов у 

а, Фу |-0 

а, 6, +02, 0 
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или В (у.—в)а, +у,а (6, +22) =0. (9} 


Такъ кзкъ ото уравнеше должно имть м%ёето и вЪ томъ 
случа, ебли коэффишенты, принадлежацие одной и той-же 
систем, умчожаются на произвольную постоянную, 10 от- 
дДФльно: 


у, — ва, =0 (9*) 
Ву, а, =0 
9) 5 


Но тавъ вавъ ни Ъ, иц,, пи д, ну, ие могуть обращаться 
въ пуль, то 


у =0 в в, =0. 


Полагая ©, =—ф, у, =хф, а, =, нифемъ изъ уралнешя (9%) 
6 =—иу. 

Отеюда мы получаемъ окончательно полную систему в03- 
можвыхь преобразованй въ случа безвонечпо-малыхъ пере- 
мВщенй: 


аУ-уха "74% (10) 


ЯХ =—хрУйо" +хфй а" 
42 - -фхай' + Уу. 

Эта система завлючаеть тря произвольныя перемфнныя вели- 
чины 44, @47, 4” и должна поэтому включать веё возмож- 
ныя вращеня. 

ЗВеличина х должна быть положительна, если система 
даетъ только мнямыя значення дая #. 

Изъ уравненя (10) слёлуетъ, что пра кажхомъ произ- 
зольно-малонъ вращен!и” системы: 


ЧЕхих-+ Уву+ 2480, 


т. е. Ху + кй* бот. 


Выражая Х, У, 2 еь помощью уравненй (6) п (2°) по- 
вредствомъ @г, 48, @ и полатая: 
45° = (дтп ан)" + 
ха" мау) + 
х(,Фе + м, 34-9." 
7 
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заходимъ, что 49 есть величина, остающаяся невзуфнною 
при воЪхЪ вращенияхь неизмвняемой системы около точеи: 
@г = 4 =4@=0 и пызющая изыфреня дифференщаловь 
4х, 4, @. 

` Эта величина можеть быть поэтому разсматриваема, кашъ, 
независящая отъ вращательнихь двожевй м%ра простран- 
ственнаго различя точезь (г, 8, #) п (к-+@н, 8+ 48, 8+8). 


$4. 


Такныь образомь мы пришли въ исходному прниту 
изелфдованй Римапва, иоказавь, что существуеть однороз- 
ное выраженю второй степени отъ дифференщеловь, го- 
торов остается неизмфнлымь при каждомь движени лвухЪ 
неподвижно соеднненпыхь между собою безконечно-близкихъ 
точекъ. Такъ какъ мы примфнили выше данвыя аксюмы П 
и 1У, выражающя возможность совифшошя между раздачнымя 
заетами пространства, только въ безконечпо-малымт элемен- 
тамъ пространства, то обнаруживается, что допущене Ри- 
манна тожественно съ допущешемь, что пространство мово- 
дромно, и что безконечно малые элементы ироетранства, во- 
обще говоря, совыфстимы, если ие обращается внимате па 
ихъ границы. Смысль этого предложешя сдфлаетея асвфе, 
если мы огравичимъ его двумя изыёревями. Изь допущешя 
Раманна слфдуеть зЪъ этомъ слузаЪ, что способы взмфреня 
пространства совпадают съ тФни, которые учить примвнать 
наша аналитическая геометруя в& произвольной кривой по- 
зерхяости. ДЪйствитольно безконечно-малые позерхвостные 
элементы произвольной кривой поверхности могуть быть раз- 
сыатризаемы, какЪ плосв!е п совпадалоще межлу собою, если 
не обращать вниман!= ла ихъ очерталя. 

Дальнфйшее изсяфдоване относится къ вопросу о слд- 
стыяхъ, которых вытекають изъ допущена, согласво поету- 
латуму 0, еовмфетимости конечвыхь частей простраветва 
независимо отъ грапицы и при вофхъ возможных вращевшяхь. 
Какь въ этомъ случаЪ для двухъ измфрешй кривая поверх- 
ность должна превратиться въ поверхность тара (*) пли въ 
поверхвоеть, происходящую изъ нея сгабамемъ безъ растя- 
женя, тавъ и для случая трехъ и большаго чела измф рев 
Фяманнъ поБазаль, что величина, называемая имъ м%рою 
вривизны, должна быть постоянною. Я не буку излагать 
здвеь эту часть моего изсяфловашя, заключающуюся пеяв- 
нымъ образомъ въ изедфдовани Риманна. 


©) [1882] или пеевдосферы. 
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Мой результать заключаетея въ елфлующемъ. 

Предполагая, что выполнепы наши допущеня ТТУ, 
<амая общая система геометр!и будетъ та, которая получи“ 
лась-бы по праваламь нашей обывкаовенной аналитичеслой 
геометрии, принфненной въ шароподобному пространству (*) 
трехъ измфревй, котораго уравнеше въ четырехъ прямоуголь- 
ныхь координатахь можеть быть представлено подъ вихомъ: 


Х?-+ У +22 (9+8)*=В*. 


Здьсь Х, У, А могуть сдфлалься безконечно большими 
тольБо при К = со. Этоть послёлн!й частный случай еоотв®т- 
отвуетъ нашей дЁйствительной геометрии, основанной на акею- 
махъ Евканда. При этомъ Х, У, Я могуть имфть только 
тогда конечныя значена, когла 8 0; уравнене 8-0 есть 
Хравнев!е плоскаго образа. Въ виду этого мы должны ечи- 
таль, выфетв съ Рамапномъ, Евкледово пространство по 
отношению къ пространетвамъ большаго числа пзиёренй— 
плоскимъ пространетвомъ. 

Наконець замфчу еще, что, отбрасывая паетулать ТУ, 
получаем системы геометр!и, совершено отличный отъ на’ 
шей, но которыя могуть быть одваво проведены вполн® по- 
сяфховательно. Легче всего это можно показать для двухъ 
координать. Ёсли-бы величина 9 уравнен!я (58) не равнялась 
пулю, то линейныя изыбревя каждой плоской фигуры возра- 
стали бы въ постоянномъ отпошени при вращеня на по- 
стоанный уголь въ одномъ и томъ-же направлению; геожетри- 
зеское ифсто всфхъ точекъ, физически равноотстоящахь отъ 
и%которой данной точен, бущеть въ этомъ случаВ спираль. 

Другой легко изучаеный принфръ получается, ебла въ 
аналитической геометрфи плоскости пря прамоугольныхь ко- 
ординатахь разематривать координаты у инимыми. Это с0- 
отвфтетвуеть предположеню, что # и Я, вещественны, & 


В, +Й, =0. 


Место точевъ, равноотстоящихь отъ неподвижной точён, 
была-бы тогда равпосторонная гипербола, 

Изелвловая Риманиа и мои, вифет$ взятыя, повазыва- 
ЮТЬ ТАакИМЪ образомъ, что выше ланные постулатумы въ соеди- 
нени съ слфдующиами двумя положенями: 

У. Пространство нифетъ три измврен!я, 


{*) Итя псездоеферическому. 
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УГ. Преогранетво безконечио протяженно 

составляють досталочное основан е для развит!я ученя 
о пространств (*). Я уже указаль, что эти постулатумы 
должны быть предполатаемы ‘и обывновеявою геометрею, 
хотя и не упоминаются ею; яаши постулатумы долускаютъ 
тавиинъ образомъ менфе, чёыъ предполагается обыкновенно 
теометричесвими доказательствами. 

Выфетв съ тёмь нельзх не обратить внимая из то, 
что вся возможноеть системы нашихъ пространетвенныхъ. 
измфренй зависитт, какъ повазывзеть предыдущее изложе- 
зе, отъ существованя тавахь тфлъ природы, которыя доста- 
точно близко подходать подъ наше понят!е о твердыхь т- 
лахъ. Независимость совыфетииости отъ- положен и направле- 
я совиёщающихея пространственвыхь формъ и отъ пути, 
которынъ они приведены въ совиаденю, есть тоть фавтъ, 
на воторомъ основывается возможность изифреня пространства. 


<) бык не риздфлають теометь и Бакакда этьтеометря Лобачевского. 


ЗАИБЧАНЯ НА РАБОТУ ТЕЛЬМГОЛЬЦА: 


„6 ФАКТАХЪ, ЛЕЖАЩИЕХЬ ВЪ ОСНОВАНИ ГЕОМЕТРИИ" 
СОФУСА ЛИ 1. 


Переводз Д. М. Синиова: 


Знаменитая работа, Гельмгольца „ПеБег @1е ТВзёзасвев, 4е 
4ег беотенте 2и бтипе Невеп“ разсматриваеть задачу, стоя- 
щую въ тёенфишей свази съ новой теорей групиь пре- 
образован й. Побуждаемый Клейномъ, я поэтому рышилея 
примнать 5Ъ этой важной, хота и частной задач методы моей 
теорйн преобразован й. При этомъ я пришель къ убёжденгю, 
что прокладываюныя новые пути изелфдоваян Гельмгольца 
еще не могуть быть считаены послфднимъ словомъ по этому 
вопросу. 

Именно, во 1-хъ дедукщя Гельнтольца содержитъ въ 
себ пробфль, который впрочемь не оказываеть никаБого 
вия! на конечный результать,—по крайней м6рф да трехъ 
извмфрен; мн однако не удалось заполнить этоть пробфль 
тВми-же простыми аналитическими средствами, которыми обхо- 
дится Гельмтольць въ своей работВ. 

Съ другой стороны, мн кажется, я доказать, что зъ 
пространствахъ трехъ изм рен акс1ома монодром!, играющая 
такую большую роль у Гельмгольца, излишня, если истолко- 
вать надлежащимь образомъ его акс1ому свободной подвиж- 
ности. 


2) Вече дет ЕбииИсь Засняянееп безеаеьа: ег У Уззепзсва ев 20 
ера. Мацет.—рнузК. С1азче, В4. 38. 1886. 


— 104 — 


Навонеце, я считаю пфлесообразнымъ замВнить авсомы 
Гельмгольца другими, которыя предетавляются мнБ боле 
простыми. 

Во всякомъ случа изелфдованя, которыя привеля меня 
жъ этимъ результатамь, въ сравнени съ разсужденями Гельм- 
тольца представляются кропотливыми и гребуютъ боле длин- 
наго счета. По этому я ограничуеь здВсь тВыъ, что изложу к- 
сколько обстоятельнфе выше указанные свои результаты. чтобы 
сдёлать возможно яснымъ ихъ значене. При этомъ я точно 
также булу держаться пространства трехь измвренй. 

ВсЁ лвиженя Евклидова иля Неевклидова пространства 
трехь измфрен изображаются тремя уравневами преобра- 
зован: 


а, Иеулана,. .) 


(уу (ела а...) 
#, - 2,2, за...) 


ГАБ @,, @,... Суть параметры. Если дадимъ этимъ параметрамъ 
опредьленныя значены, то получимъ опредёленное дрижене, 
при которомъ каждая точка туг занимаеть яовое положене 
ву... Вели, напр., мы находимея въ Евклидовомь простран- 
ств и считаемь хуг за декартовы координаты, то три фудьщи 
Ёф и ланейвы относительно 2,у,2. Если же возьшемъ 
другую систему координатъ, то аналитическое выраженще для 
движенй Евклидова пространства получаеть вообще нели- 
вейную форму. 

Задача, которую поставиль себф Гельмгольць въ цати- 
рованной работв, въ существенныхь чертахъ слфдующая. ОБъ 
ищеть тавыя свойства аналитическаго выраженя двяжешй, 
воторыя не завясать оть выбора координатъь и характери- 
зуютъ эту еовокупность преобразован! возможно простымъ 
обравомъ, Свойства, выбранныя Гельмгольцемъ, которыя нри- 
<ущи вакъ Ивклидову, таяЪ и неевклидову пространству, мо- 
туТЪ быть, по моему мнфн!ю, резюмированы слфдующимъ 
образомъ. 

„Во Тыть: функции Г,ф и , авлающиаса въ соотвфтствую- 
щихъ ураввешяхъ преобразованя, суть аналитическя функщи 
нхъ аргументовъ. 

Во 2-ыла: дв точки 2, 9,2, п 2,9, #, пмфють но отношеню 
въ каждому движенно инвар1анть 


9 (т. у.2,; ху, — 


ихъ разстоные по обычному выраженю. Въ Еввлидовомъ 
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пространетвЁ при употреблени декартовыхь координать этотъ 
инвар!1аить имфоть, какъ извфетно, форму 


Ув уе) 


Кавъ 2-е свойство, Гельмгольць выбираеть свободную 
подвижность соотвфтетвующато пространства, которой онъ 
даеть такое опредёлеше. Каждая точка пространства можеть 
перейти въ каждую другую точву пространства. Если зарЪ- 
пимъ точку 2,у,2,, то всякая другая точка 29,2, можеть еще 
занамать всЪ положешя хуг, которыя удовлетворяють одному 
уравненно именно: 


Ятуелиа) Пуату, а). 
Если удерживаются неподвижными дв% точки, у. 2, из, у, 2,, 
то всявёя третья точка 2,2, можеть еще занимать всф поло- 


жемя, опредфляемыя двумя уравнениями 


(лугу я, 
(тута, 


бал, а, } 
(ту а,тьу,,). 


Если, наконецъ, три точки закрфилевы, то возможныя положе- 
з1я четвертой опредфляются тремя подобными уравненяхя. Въ 
этомъ случа веЁ точка пространства остаются неподвижными, 
—а исключенемь тёхь случаевъ, вогла третья точёа 2,у,2, 
занниаеть особенное позожене въ отношен!и первыхь двух. 

Наконецьъ, в5 4-ыть, Гельигольць совершенко опредфленно 
припиеыхаеть пространству еще едфлующее свойство: если 
твердое тфхо вращать, не мфняя направлен вращеня, около 
двухъ точенъ, остающихся въ ново, то это вращен!е приводять 
его паконець въ начальное положене. 

Тельнтольць опредЬленно утвержлаеть, что это послфднее 
свойство — монодромя пространства п измфренй — не есть слёд- 
стые трехь выше названныхь; ино кромё случая н-2, овЪ 
не дветъ довазательствь своего утверждена. 

Чтобы доказать теперь, что четыре пыъ установленных 
свойства харавтеряетичны для Евклиловыхь и неевклидо- 
выхь двежени, Гельмгольць старается вообще опредфлять всё 
системы уравневй преобразования, воторыя обладаютьъ этими 
свойствами. КазЪ з уже сказахъ выше. мн кажется, что вы- 
нолнене иымъ этого опредЪлешя содержать пробёль. Именно, 
если удержяваемъ ненодвяжно одну точку проязвольно лежащую, 
то, кавъ показываеть Гольмгольць, возножно еще безконечно 
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много безвонечно - малыхь движенй, т. е. преобразован!й. 
Каждое такое движеше, если неподвижную точву эзать за 
начало поордикать, можеть быть опредфлено уразневями та- 
вого вида: 


4 аачьучеа+ 
течет +... 
[4 
ат чая +... 
4 
ите+Ьучеа +... 


Правыя части суть при этомъ безкопечвыя строки, располо- 
женныя по возрастающимь степеназмъ 22. Теперь а ргот! 
легко представать себф, что между представленными тавииъ 
образомъ бевконечно-малыми движензями существуютъ тавя, 
въ разложеняхъ воторыхъ совершенно отсутствуютъ члены пер- 
заго порядка, и въ особенности можеть это представиться при 
вефхЪ т6хъ дважещяхь около неподвижной точки, при 5ото- 
рыхь остается веизыфнною еще и сосбдиля точка. При та- 
ких безконечно малыхь движениях оставались бы въ по- 
Е0$ в всЪ точки безвонечно-близья въ началу координатъ, 
если пренебрегать величинами безконечно- малыми второго по- 
радва. Эта возможность, по моему инфийо, Гельмтольцемь во 
велкомъ блучаф недостаточно принята во внимане. Я мотъ 
бы поэтому спросить, дфйетвательво ли тавъ само собою 
понятно, что козффащенты а; не могутъ одновременно 
уначтожаться, если наши уравнен1я преобразован!й облалаютъ 
соотвфтетвенно выше указанными свойствами? 

Мое второе замфчаве относится въ авсюмВ монодроми. 
Здфеь я долженъ прежде всего поставить на видъ, что таыя 
уравнен!я преобразован! , которыя удовлетворяютъь тремъ 
первымъ Гельмгольцевымь акоомамь, необходимо образуютъ 
непрерывную группу. Понате группы не выступветь однако 
У Гельмгольца явнымъ образонъ, а между тфиъ именно свой- 
ство составлать группу является въ высшей степени важнымъ 
дла уравневй преобразованй; это свойство само по себё 
ие значительно ограничиваеть возможные случая. 

Чтобы различить теперь, будеть ли монодромя елёд- 
стйенъ трехъ первыхь свойствъ, нужно прежде всего съ боль- 
щею точностью опредфзнть свойство свободной подвижности. 
Именно, иля можно удовольствоваться требовавемъ, чтобы 
свободвая подвианость имфав мфето дда точевъ, произвольно 
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`расположенвыхь одна относительно другой; иди же можно 
поставить требовав{е, илущее далфе, чтобы свободная подвиж- 
зость внутри извфстной области чидла эфето безъ пеключеня. 

Гельмгольць хотВль, по всей вроятности,^ — судя по бук- 
зальному смыслу его иаложеня, —чтобы его требоване сво- 
бодной подвежвости било выполнено внутри известной области 
безь исключеый. Не смотря низ это, мн казалось дфлесо- 
образвымь попробовать положить въ основу предположеще, 
что свободная похвижиость имфетъ мфето только для точекъ 
произвольнаго взаимяаго положен1я. Въ этомъ предноложеня 
я и опредфлилъ всв группы уравненй преобразозавй, кото- 
рыя удовлетворяют тремъ первымъ изъ выше установленныхь. 
требован!й. 

Кром группъь Евклиловыхь и неевклядовыхь движенй 
оказалось еще нфоволько разлачныхь группъ, изъ которыхь 
дв ') содержать каждая одинъ существенный параметръ. Но 
эти добавочных группы, ве удовлетвораютъ требованю свобод- 
ной подвижности, если это требоване распространииъ на ве 
точки произвольно малой областн. Въ каждой изъ этихь групиъ 
простравство разлагается ва систему оо" крявыхъ, которыхъ 
сововупность остается неизмфнною при преобразованяхъь 
труппы, между уфиъ ваЕъ отдфльныя кривыя перемфняются 
между собою. Но болфе того. Если закритимь одну точку про- 
странетва, то останется 65 похо не только ярохтодящая через 
точку кривая этой системы, но и каждая отдельная точка 
соотвлтетвенной кривой. Въ другонъ мфетБ я оставовлюсь ва 
этомъ подробифе. Можетъ быть, можно спорить о томъ, 6у- 
деть ли монодромя слЪхетыемъ трехъ первыхь зкФоиъ иди 
иЪтт. Опа будеть пепремВнно слФдетыемь, если въ аксому 
свободной подвижности вставимъ опредфленно, что со? точекъ 
пространства ие могутъ быть тавъ разделены ва со" системт, 
что вс оо! точевъ тавой сиетемы всегда одновременно остаются 
въ покоф. 

Перехожу теперь къ иреиъему своему замвчаю, *ото- 
‘рому придаю злавное значеще. Мн® удалось и при томъ до- 
вольно простыми соображеняме доказать, что уравнев!я Евкли- 
довыхъ и неевклидовыхь движенй простравства трехъ измф- 
решй могуть быть характеризованы слёдующимь простынъ 
образомъ: 

1". Они опредфляютъ непрерывную группу преобразован & 
пространства трехь измфренй, 


3} 068 группы, о воторыхь говорится в текст, подобны впрочемь 
одна другой чрезъ посредство вообрадаемаго преобразован!я. Прих. авт. 
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2". Въ этой групив свободная подвижность существуеть 
въ слВдующемъ смысл: если ввутри извзстной области закр®- 
пинЪ произвольную точку н в тоже время произвольный 
черезь нее проходящйЙ линейный элементь, то все еще воз- 
можно непрерывное двяжен!е. Если же закрфпляемь не только 
точву и прохоланий черезъ нее линейпый олементъь, но въ 
тоже время и олементь плосвости, который проходать какъ 
черезъ точку, такъ и чрезъ лянейный олементъ, то боле не 
возможно уже никакое пепрерывное лвижене. 

Мнф удалось, по моему миънтю, строго, хотя и не совсфуъ 
кратко доказать и для пространстве болфе, чфыъ трехь измВ- 
рен, что совокупность Евкандовыхь и неевнлиловыхь дви- 
жен можеть быть характеризована совершенно авалогичнымь 
хбразомъ. 


ПВъ предылущемъ излощеши я принять, что уравнешя 
преобразованы. (1) суть аназитииескея относительно входя- 
цихь перемфиныхъ. Если ото предполощеве отбросить и 
предположить только, что соотвфлетвующия функщи цепре- 
рывны и ихвють извВетное конечное число производныхь, то 
зетодъ, который быль мною пряхзнень при разборв Гельм- 
тольцевыхь акоюмъ, уже не прамфаимь. Въ этомь случа и 
не ршаюсь поэтому утверждать, что указанный пробёль въ 
дедувци Гельмгольца остается безъ вшяшя на результатъ, 
и еще того менфе,—что его авфом& моподроми есть слёд- 
стве другихъ его авоюнз. 

Положивъ обВ свои акеЮмы въ основу, я могу, кавъ мн 
думается, строго доказать, что соотвфтствующая трупиа и въ 
этомъ случаф оставляеть неизуЬняемымь квадраличное выра- 
жеше 


Хулае ть, 


тавъ что элементь дуги въ Риманновокъ смысл продолжаеть 
существовать. 


ОБЪ ОСНОВНЫХЬ ГИПОТЕЗАХЬ ГЕОМЕТРИИ, 
Г. ПУАНКАРЕ *). 
Переводь Д. М. Синцова. 


Въ логлкЪ пзь пичего нельзя н вывести ничего: въ 
каждом довазательетвЕ заключене предпозагаеть извъетныя 
поевльн. Поэтому математичесым наузи долины опираться 
на известное число положен, не могущахъ быть доказан- 
вымя. Можеть идти р®чь о томЪъ, давать ли этимъ положе- 
зямъ вазван1е ахсфом», зинотезь пли постулатовь должно 
дн ихъ разсматривать кахь факты, получаемые изъ опыта, 
или какъ суждешя аналитичесвя, пли нахонець какъ су: 
дева синтетическя, апрорныя; но самое существоваше ихъ 
несоми нно. 

Мы приходимъ такныъ образомъ въ задачф, интересной 
©ъ логической стороны: каковы предварительныя дозущеня 
теометр, положення, которня пе могутъ быть доказаны и 
на готорыхъ осповывается эта паука? Мы но считаемъ разу- 
уфется т6хъ долущевйй, которыя уже положены въ основу апа- 
лиза, —потому что, пристуная къ изучению геометрги, мы счи- 
таемъ уже извфстными обвовы алгебры и зистаго анализа. 
Хотя эта задача данно уже завимаеть геометровъ, вопросъ 
однако нельзя считать печерпаннымъ. 

Установлено, что ностнулатг Евклида не можеть быть 
довазанъ. Но не па одпомт: этомъ постулаяв зиждется гео- 
метр; мноме результаты можно получать, не прибёгая въ 
его помощи. 

Нельзя удовлетвориться н прехложещями, помбщаемыма 
подъ назвашемь аксюмь въ начааЪ рувоводствъ геометраи. 
Если подверепуть ихь внимотельному изедфдованио, то ока- 
жется, что ни одна изъ этихъ эвЫомъ не должвь бы заик- 


2) ВаПеНо 48 18 зо 8 юаёшайчае де Ргалсе. Тот. ХУ, № 7. р. 
203—216. 
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мать ифота среди основныхь допущен! геометрн. Однё изъ 
этихъ акоюмъ иеобходимы уже для обоснован!я анализа; если 
это и гипотезы (что можно оспаривать, вироченъ), тб во вся- 
вомъ елуча это гипотезы не исключительно геометриче- 
свя; такова, напр, зкСюма: дв величины, равныя одной и 
ой же третьей, равиы между собой. Друйя авФомы суть 
просто опредфлен! я. Нахонець, третьи кельзя относить въ чи- 
<1у „ве могущихь быть довазанными*; такова напр., слВдую- 
щая: прямая лия есть кратипйшее разстолайе между дву- 
мя точками. 

Но вромБ аксюмтъ, увазываемыхь явнымъ образомъ, су- 
ществуеть большое число типотезъ, которыя донусваются не- 
явно при доказательетв различныхь теорем. 

Эти гипотезы обыкновенно ускользаютъ оть внимав!я чи- 
тателя, если только оно не будетъ особенно напряженно; по- 
тому что предположеня эти, хотя и далеко не очевидныя съ 
чисто логической точки зрфн!я, предетаваяются вамъ одна- 
во очеведныхи благодаря укорснившимея привычкам наших 
чувств и-вашего ума. 

Варочемъ, эти гвпотезы, явныя пли ве явныя, не всё 
независимы; можио ограняйчиться ъведеемь меньшаго числа 
ихъ,— и тогда хрумя авятел уже какъ слфдетвия. 

Задачу нашу можно поэтому формулировать такъ: пере- 
числять всф необходимыя гипотезы, я притожъ только необ- 
ходиныя. Я думаю, что эта залача еще не разрфимена и потому 
хочу способствовать ея `рёшению. 

Свачала мы разсмотримъ геометрию хвухъ изив рен, или 
ихоекую геометрию. 


Ввадратичныя геоматруи. 


Намъ уже извфстны три геометрии двухь изыфрен!й: 

1°. Евклидова геометр1я, въ которой сумма угловь тре- 
утельника равна лвумъ прямым 

2°. Геометрия Рижанва, вь которой, эта сумма боле 
двухь прямыхт, 

3°. Геометрая Лобачевеваго, въ которой эта сумма ненфе 
вухъ прямыхъ. 

Эти три геометр!и покоятся на однфхь и тёхь же ос- 
новныхь типотезахь,—за исключешемь постулата Евклида, 
принимаемаго въ первой изъ нихъ и отбрасываемаго въ осталь- 
ныхь. Кромё того, принцацъ, по которому двЪ точка вполнф 
зпредфляютъ прямую, подлежить одному исключению въ гео- 
метра Римзнна и не инфеть исключен! въ двухъ другихъ, 
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Если ограничимся двумя измфренями, то геометр1я Ри- 
манна допускаеть очень простое истолковане, —она вичфыъ 
не отличается, какъ извфетно, оть сферической геометри, 
если условимся давать назваве прамыхь больщимь вругамъ 
сферы. 

Я обобщу сначала это истолкован{е такь, чтобы его можно 
было распространить и на геометрфю Лобачевекаго. Разсмо- 
тримъ кавую нибудь поверхность второго порядЕа. Условимся 
пазывать ирямыми плоскя маметральныя сВчешя этой поверх- 
ности и окружностями плосыя сфчешая не даметральныя. 

Остается опредфлить, что нужно разумфть поль угломъ 
двухъ пересфкающихся прямыхь или подь длиною отрфзка 
прямой. 

Черезь точку, взатую на поверхности, проводимъ два 
плоекихъь дмаметральныхь сфчешя (которыя мы условились 
называть прямыми). `Раземотримъ теперь касательныя БЪ 
двумъ втимъ ефченямъ и двф прямолинейныхь образующихь 
поверхности, проходящихь черезъ взятую нами точку. Эти че- 
тыр? прямыхь (вЪ обывновенномъ смысл слова} имютъ нко- 
торое ангармоничесвое отношение. Уголъ, который мы хотямъ 
опредЪлать, будеть равенъ логариему этого ангармоническаго 
отнотеншя, если лвф производящя двИствительны, т. е. если 
поверхность будеть однопояымъ гаперболондомъ; въ против- 
номъ случав уголь будеть равенъ тому же логариему, дё- 
леняому на У 

Раземотримъ дугу коничесваго сфченя--часть нлоскаго 
даметральнаго сфченя (то, что мы условились называть от- 
ръзкомз прямой). Два конца дуги и двф безвонечно удален- 
ных точки коничеенаго сфчетя инфють нфкоторое знгарно- 
ническое отношене, какъ всякая система четырехь точевъ, ле- 
жащихь ва коничеекомъ сфчени. Условиыся называть длиною 
разематриваенаго отрьзка логариомь этого отаошешя, если 
хопическое сфчев!е есть гинербола, итотъ же логариомъ, дф- 
ленный на УТ, если коническое ефчен!е есть эллипеъ. 

Между углами и дленами, тавимъ образомъ опредфлен- 
ными, будеть существовать рядъ соотвошен, которыя соста- 
вять совокупность теоремъ, аналогичныхь теоремамь плоской 
геометрии. 

Этой совокупности теоремъ можно дать назване хва- 
дратичной леометрфи, потому что точкою отправлевя было 
для насъ раземотрёше основной поверхности второго по- 
радка (Чаз@гане). 

Есть нфеволько квадратичныхь геометрй,—потому что 
есть нЁскольво роловъ поверхностей второго порядка. 
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Если основнан поверхность есть эляииеондь, то квадра- 
тачная геометры не отличается отъ геомстуи Риманиа. 

Если осповная поверхность — двуполый гиперболондь, то 
впадратачная геометрия не отличается отъ геометрии Лоба- 
чонскаго. 

Есля эта поверхность есть эллиптичесый параболоилъ, 
то квадратичвая гсометря сводится къ Ивклидовой; это пре- 
хфльный случай двухъ предыдущихъ. 

Очевидно, что этимъ нс исчерпываются вс возможныя 
квадратичныя геомегр!и; ибо мы не раземотрли вя однопо- 
заго гинерболопла, ни его многочисленныхь видойзыВненй. 

Мы можемъ слбловательно еказаль, что существуеть три 
тлавныхь ввалратичпыхь геомстрн, соотвётотвенио тремъ 
родамъ поверхностей второго порядка, имёющихт, цептръ. 

Мы долвны будемъ впрочемъ прибавить къ этому гео- 
метрун, соотвфтетвуюния презфльнымъ случаямъ; между ними 
зайнеть мфето и геометрия Евклида. 

Кажъ могло случаться, что геометрия одпополаго гииер- 
болоида ускользала до епхъ поръ отъ внныав! учёныхь тео- 
ретиковЪ? Нрачина этого та, что въ этой геометри пуфють 
ыфсто сяфдуюцщия положен} 

1°. Разетояне лвухъ точекъ, лежащихъ на одной в той 
же прямолвнейной производящей основной поверхности, рёв- 
по нулю. 

2°. Есть два сорта пряхыхъ, отвзчающихъ- первыя-дДамет- 
ральнниь сфчемамь эллиптичесвамъ, вторыя- Чаметральнымъ 
сёчешльыъ гпиерболическимь; пикакниь движенемъ нельзя 
совифстить прямую 1-го рола съ прямой 2-го рода. 

3°. Невозможно совыфетить прямую саму съ собой по- 
мощью дёйствительнаго вращешя около одной изъ ся точекъ, 
подобно тому, вакъ это совуфщене возможно въ геометри 
Евклида, при оборот пряхой на 180° около одпой язъ ея 
точевъ. 

Деф геометры неявно допускала. что три эти положеня 
ловзны и дйствительно, они Слишком противорёчать при- 
вычкамь нашего ума, чтобы основатели геометр!и могли по- 
думать, что отвергая ихъ, они дфлають нфкоторую гипотезу, 
я постаралиеь ее формулировать. 


Примфнене теорм группъ. 


Согласно вытесвазанкому задача, которую я поставияь 
въ начал этой работы, распадается на двЁ части: 

1. Бавовы гипотезы, обпуя вефнъ квадратичнымь гео- 
метрямт? 
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2°. Еавовы тВ гипотезы, которыми геометрия Еявлида 
отличается отъ другихь ввадратичныхь геометрИ . 

Вторую часть задачи можно считать разрЫменною; по- 
этому предстоять заняться только первою частью. 

ДьБ гииочевы доджны быть сдфлавы пря начал веякой 
геометрии двухъ изыфренй, онф могуть быть формуяированы 
тТакъ: 

А. Плоскость имъеть два изниреня, 

В. Положеще ялоской филуры вв плоскости опредъ- 
ляется тремя условями, 

Лаца, мазо знакомня съ новфйшими работами геометровъ, 
сочтуть невозможнымь изъ подобныхь посыловь вывести он- 
редфленныя завлючены. Но результать этотъ не удивятъ 
математиковъ, читазшихъ замфчательные работы Софуса Ли 
по теор групиъ. С. Ла выводить дфйствительно сафдуюзий 
результать, удивительный на первый взгзядъ и выражаемый 
ва язывВ геометри такъ: 

Если положен плоской фигуры въ ея плоскости зави- 
сить оть конечнаго числа условй, то число этихъ услоый 
не иожеть превышать восьми ‘). 

Мы будемъ и дазфе пользоваться мемуаромъ норвеж- 
сваго учеваго. 

ИзсаВдуемь, вкавя завлючевия позволительно извлечь изъ 
двухь гицотезь Аи В. 

Если плоскость имфеть дв изыфревя, то положен точкя 
въ ея плоскости опредфляется двумя координатами 2 и у. 

Мы не сдфяаемь въ настоящую иинуту никакой гвпоте- 
зы о выбор коорлинать х в у, предоставляя себЪ опредф- 
лить ихь ближе виосзёдетыи. 

Предположимъ, что плосвая фигура перемфщается; пусть 
2, у вачальныя коордиваты точви этой фигуры; 2, и у. —во- 
ординаты той же точки 101$ перемфщешя; будемь имфть: 


2, =ф(т, 9, 2, А, у) 9-4, 3 @, В, У}, 


тА$ ф в ч дв фувкщиоть 2, у и трехъ лараметровъ 2,4, У 
(параметровь три потому, что положенше фигуры зависить оть 
трехъ услов). 

Операшя 


[2, у; фа, № а, В, у), 9, ув, А, У] 


1) Сы. нипр., 8. Ме. Тиеоме 4. Театра цопосторреп. (аз. Ав. В. 
$%0, $ 18—20. 
8 
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опредёлить одно изъ перомфщен!, возможныхь дзя плоской 
фигуры; совокупность тавихъ операшй или перемфщенй 
образуеть группу. Эта группа, по терминоломя С. Ди, ве- 
прерызвна и порядка 3,—потому что операщя зависить отъ 
хрехъ параметровъ. 

Между оперыщами группы должна находиться тожеет- 
венная операшя. Сафдовательно для извфетныхь значевй па- 
раметровъ м, 4, У холжно быть 


фа, уу. 
` Мы можемъ всегда предположить, что для этого должно 
ВВЯТЬ 


а=в=у=0. 


Будемъ назызать опералйей безконечно-малой (пли без- 
конечно-малымъ перемфщен!ень) операцию, лри которой а, 8, у’ 
инфють безконечно-малыя значеня, и которую мы можемъ 
изобразить такт: 


9. д 9 9 д 
(5; вину уно + =. 78); 


заБсь въ производныхь Ра т д. едфлана подетановка: 


8 
Р-р у=0. 
С. Ли обозначаеть подобную операдию тавъ: 


Обе 0 д 2. д 
Ветви +уя,)+ ад +7): 


такъ что, если положимъ 


- 4. в 29. 0—0 0 
4 + в- мы б-у +, 


то веяввя безконечно. милая операкя предетавитея: 
5$=аА+АЬ-+ УС, 


тд8 4, В, С суть функшя отв дну р на. 

Операца 4, В, С можно назваль основными подета- 
новками, и веякая безкопечно-малая операц!я есть линейное 
ихъ сочетан!е; выборъ основныхь подстанововъ остается виро- 
чемъ до извЪстной степени проязвольнымь,— потому 970 эти 
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три операщи А, В, С ножно замфнать тремя какими-либо ли- 
нейными комбинащами изъ вихъ. 
С. Ли повазаль, что есхи положинъ: 


. дА 9В 9А 98 9А % 9А 9В 
`А, В] = . 
м, др’ 5 д 9 ° 99° 9’ 


и если а и В суть два вава-набудь твоьш Бо- 
личества, то операщя 

(2А)(ВВУе А) (ВВ), 
хоторая необходимо принадлежить къ групи®, есть безконеч- 
но-малая подетановка 2-го порядва и можеть быть написана 
тавъ: 


аВГА,В1 ). 


: 4? 4 
1) Операщы («А} переводить х вк ия, у въ у 


Е [2 Е 
Опервши (БВ) переводить 2 ьь а--ВС?, у въ ан саздевательно 


) 


42,4 4% 4, 4% @& 
ак а ео 2 (дааа Ри |: 


и знелотично для у. 
: — & % 
Оперищя («4 переводить обратно пня Е взр Буа в и, 


сафдовательно, зырвженй (8)—ВЪ такое: 


#2 49 № 4 249 
он д (1 28 Рауад в) (= ат ав а 


®) 


— 4% 
Операцы 98) „перозодених 0 в 2 иу-+-2 = въ у, будучи 


приифнена къ выражению (в), оставляеть лены второго порядка безъ пере- 
ВН, Е такимь образому скожнья опоратия 


4} 88) в" 98)" 


мереводить 
2.44, 44 
2 2+ ‘а лаг) 
9, 

у въ у+ (р 83а 
Узожи прирелье с Но р, Ооерашев у ша ми ый обоз- 

4. [и 
зачет ©. а, бели зай, то р рт 


49 4%, 1 ® 
22 РР Г ) 


— 8 


т. 


24) ВВ 0 "ВУ" аа, В]. 
Прим. пер, 
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Отсюда слёдуетъ, что р В [4,6]. и 68,0] суть да- 
нейныя фунвщи отъ А, 


@) 
[В, = МАНИ" В+УС. 


Завеь ^, и, у суть постоянные поэффитенты, но не 
произвольные,—они должны удовхетворять тожеству: 


[ВоВ АД [4,8] 


Изложенное выше составяяеть исходную точку изслф- 
довалия; но это изслфловоне можеть быть значительно упро- 
щено надлежещимь выборомь координать 2, у и трехъ об- 
новныхь подставововь 4, В и С. Можно выбрать эти 06- 
новныя подотановки тавъ, чтобы А =у=0, илн чтобы 


М.В] - ив. 


Можно затбыъ выбрать систему координать такъ, чтобы 
Ар, в слбдовательво, чтобы 


в. 
[В -,-иВ, 


тогда для В получится такое выражение: 


В-=е [#9, (у) +98. (9) ]. 


Мы сдблали сейчась гипотезу о выйборф сястемы коор- 
динать, но этою гипотезою система координать опредёляетея 
не внолив. Не нарушая услошя А=ф, можно выфето у взать 
произвольную фувкцю отъ у и прибавить въ х тавже про- 
извольную фунецио оть у. Этимъ новымъ изиёненемъ воорди- 
нать можно воспользоваться для упрощеня В. Если @, не 
нуль, то можемъ тавь измфнять координаты, чтобы 6, 1, 
6, 0. Если же 6, 0, то она останется нулем и поел ив" 
мнения координать, и тогда 6, можно привести вли къ 1 или 
5ъ у. Мы првходямь тавимъ образомь въ слвдующимь тремъ 
гипотезамъ: 


Вы -Е в -1, 6,0; 6.9, 8,0. 


Можно различать два случая: 
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1. Когда &=0, т. е. ДВЗ подстановкя 4 а В комму- 
тативны (замфтимъ мимоходомь, что гипотезу существованя 
хоммутативныхь движен можно разематривать, вавъ одно 
изъ выражен! Евклидова постулата). 

Тогда имфемъ, иди 


А-р, В-у или Ар, В-=ур. 
2. Или же ш не равно нулю. Тогда имфемь: 
или Ар, Ве или А--р, В- рее, пли А-ф, В- рует. 
ИзелЬлуемЪ послёдовательно эти 5 случаевь. 
1-й случай: 
А=р, В=9. 


Уравненя (у) приводатея тогда въ виду: 


р = А+ и 9+0 
90 Ур+иччнио 


Если У и У’ ве равны одновременно нулю, то уравне- 
ва будуть совифетимы только въ томъ случа, если 


И - 
Ти у. 
Тотда можно предположить, что "== А? = "== м’ ==0, 
откуда: ' 
О-еуа +У(ар+ 84) 


тдф @ и $ постоянныя. 
Группа 


Ар, ВЕ, без +" ар +) 


опредёляеть совершенно новую геометрёю. Почему не встр®- 

тилась опа Евкаиду? пли лучше, какая гипотеза, донущен- 

ная имъ неявно, помфтала ему изучать эту геометрию? 
Какая-нибудь безконечно-малая подетановех выразится: 


ар + да уе + ар+ы). 


Как(я точки остаются неподважными при такой подета- 
нов? 
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Точки эти опредёляютея уравнетами: 


Дав 
а ео 


© + "у 


, 


в 
откуда заключаемъ: если не существуеть равенства“ В, то 
в 
ви однь точка не останется веподвижной. Если же равен- 
выполнено, то безчиеленное множество точекъ ос- 


в 
етво — 
в 


таютея въ покоф. 

Но легко замфтить, что вклидь постоянно дфлаеть, 
не высказывая прамо, слфдующую гинотезу: 

Есаь плоская фалура не покидаеть своей плоскости и 
если де ея точки остаются неподвижными, то и вся она 
остается неподвижной. 

Эта гипотеза и заставать отбросить ту особенную гео- 
метрию, которая основывается на разсмотрнн только что 
упоманутой группы. 

Евли же уУ— 


©, то находямъ 


Свое + ия + и"), 


такая группа изъ 4, Ви С приводить насъ къ геометри 
Евклида. 

3-случай: Ар, ВЫур. . 

Въ самонъ общемъ случа находимъ 


С=[аз + КУр +, 


ТД аи посточиныя, а /(у) произвольная функшя отъ у, 
которую можно положить равною нулю при надлежащемъ 
выбор системы координат. 

Какая-нибудь безконечно - малая подстановка предста- 
визся: 


(@ +ду+аузр + (Уч. 


И эта группа должна быть отброшена въ силу сдфлан- 
ной гипотезы. 

ДЪйствительно, еели уф не равно нулю, 10 ня одна 10ч- 
ва не остается неподвижной, если же, напротивъ, уф-=0, то 
вс точки, удоваетворающя уравненно 


а+ру-таух-0, 
остаются неподвижными. 
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3-й случай: Ар, Веврует. 
Находим 


Подстановки Аи С комнутальны между собою слФдова- 
тельно приходим въ одному изъ раземотрнныхь ке случаев. 

4-й случай: А=р, В-рей; 
снова находямъ, что А и С воммутативвы, и потому прихо- 
химъ къ одвому изъ двухь первыхь случаевъ. 

5-й случай: А-р, В=аее. 

ЗдЪсъ для С ваходимъ четыре различныхь выражен: 


1°. О—е’з[ар-- и(ау+0)а], (@, В и с постоянны). 
р 2 О ирчь вич в)а] 
8%. С-невт [ар-- (фи—пиу + с)9] 


4°. ры (5% +5/+9]. 


Первый и трет должны быть отброшены, потому что 
Ви коммутативны, второй потому, 910 А и О комыута- 
тивны. Придиман одно изъ этихъ выраженй , придемъ 
всегда къ одному изъ первыхь случаевъ. 

Остается четвертая форма (, воторав приводить насъ 
ъъ квадратичнымь геометрямъ. 

Тоть же результаль могъ бы быть получевъ изъ раз- 
смотрв!я трехф соотношен, связывающихь девять воэффи- 
щентовъ Л, 4, У и получаемыхь изъ тожества (2). ` 


Заплюченя. 


Мы моженъ перечислять слёдуюция гипотезы, служащя 
необходимыми и достаточными предварительными допущения 
плоской геометртя: 

А. Плоскость иыфеть ява изм ёрена. 

В. Положене плоской фатуры въ ея плоскоетя опредф- 
зяется тремя условями, 

Дв» эти первыя гипотезы даютъ возможность дёлать 
выборь между различными квалратичвыми гоометуями и 
двумя геометрями, характеризующимися двумя схфлующими 
труппами 


Граце т" ар+-ы4)] 
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я (р, 50, вер-+ в). 


Эти лослфдя геометрия исключаются, если принать еще 
сафлующую гипотезу: 

С. Когда плоская фигура не повидаеть слоей плоскости, 
и когда двф точка ея неподвижны, тогда и вся фигура не- 
подвижна, 

Цослв этого остается дфлать выборъ между различны- 
мы кзадратичными геометр:ями, Одфлаемь еще дв® гипотезы: 

Ф. Разстоанйе двухъ точевъ можеть быть нулемъ только 
тогда, когда двф эти точки совпадаютъ. 

Е. Когда двф прямыя пересфкаются, то вращая одну 
изь нахь 05010 точки пересфченя, можно привести ее въ 
совиадеше съ другою. 

ДвВ эти гипотезы веразрывно связапы между собою 
допустивь одну изъ нихь, необходямо привать и другую и 
исключить этимъ теометр!ю однополаго гиперболонда. 

Введемь еще сяфлующую гинотезу: 

Г. ДвЪ прямыя могутъ пересфватьея только въ одной 
точкВ, и сферическая геометрия меключается въ свою оче- 
редь. 

Остается только ввести востулать Евклида: 

. Сумма угловь треугольника ностояния. 

Можно замфтить, что этоть яостулать дфлаеть излиш- 
ники гипотезы Л, Ня Е, которых суть его необходимыя 
слфдетыя. 

Различный замфчаюя. 


Есль читатель, сяфдивпИЙ за мною до сихъ поръ, пе- 
ренесетея мысленно къ знаменитому мемуару Риманиз (Оефег 
Фе НуроМезеп, ч@сне 4ег Оеошенче 2п бтипёе „Некеп), 
то замфтить ифкоторую разницу зъ методахь и выводахъ. 
Риманиъ харавтеризуеть геометрию выражещемъ здементь 
дуги въ фузкци коордавать. Очъ приходить такямъ обра- 
зомъ къ весьма большому числу геометрИЙ, логячески воз- 
можныхь, о которыхь я даже и не говорилъ. Это происходить 
от того, ЧТО за точку отправлена я взяль возможность не- 
ремфщеня, или лучше существоваше групиы перемфщенй, 
не изифняющихь разетоян. 

Можно спросить себя, что прелетаваяють собою эти 
гипотезы? Факты ли это, полученные изъ опыта, или сужде- 
ня зналитичесвя, или сивтетачесыя а рМом? Мы должны 
отвфтить отрицательно ва тря эти вопроса. Если бы эти гя- 
потезы были фактами опыть и наблюдемя, то геометря под- 
лежала бы постоянному пересмотру, и ие была бы наувою 
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точнову; вели бы ото были синтетичесыя апрюрныя сужхе- 
ня, а тёыъ боле аналитическя, то невозможно было бы 
отр®птиться отз нихь, и на ихъ отрицан!и начего нельзя бы- 
ло бы тостроить. 

Можно показать, что анализь основывается на извзет- 
иоыъ чисхф синтетическихь сужденй а ргогЕ; но не то въ 
теометри. Что же мы холжны думать о допущеняхь геомет- 

1? Въ какомъ, напр., смысл можно товорить, что: посту- 
лат; Евклиха вфренъ? 

Согласно тому, что нами выше было сказано, геометрия 
есть не что иное, какъ изучене нёкоторой труппы движен!й, 
и ВЪ этоиь смысл® можно сказать, что справедливость гео- 
метрЁия Евклида ниеколько не противорфчить справедливости 
теометри Лобачевскаго, — такъ кавь существоваые одной 
группы вполнф совыфстимо съ существовавемь другой. 

Мы выбрали между всфми возможными группами одну 
особенную для того, чтобы къ ней относять физичесыя явле- 
в}, подобно тому, какъ мы выбираемъ сиетему трехъ воор- 
динатныхь осей, чтобы въ нимъ относить геометрическ]я 
фягуры. Что же опредфлихо нашь выборь? это, во-первыхъ, 
хростоть выбранной групны; но есть и другое основане: въ 
природф существують зам чательныя тёла, иаззываеныя тевер-' 
дыми, и опытъ говорить намъ, что связь различныхь возмож 
ныхъ перем щен! этихь тёлЪ выражается со звачительною 
степенью приближеня т#ми-же самыми соотношещями, какЪ 
г различныя операщя выбранной группы. 

Тавимь образомъ, основныя гипотезы геометр!н не суть 
факты, добытые изъ опыта; но наблюдее налъ нФкоторыми 
физическими зеленяна приводить вЪ выбору именно ихъ 
изъ числа всВхЪ воЗМОЖныхь гипотезь. 

Съ другой стороны выбранная нами группа только 
удобвфе, чВыъ друмя, и нельзя уже сказать, что Евклидова 
теометр!я вфрна, а геометрия Лобалевскаго зожкая,—совер- 
шеяно подобно тому, какь нельзя сказать, что девартовы 
хоординаты вёрны, & подарныя вевфрны. 

Я не буду боле останавливаться на этомъ вопросв, 
тавъ вакъ эти истины становятся уве язбитыми. 
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